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Dedicatoria

A mi amigo Luis,

Companero de estudios,

Que me ensend a no calcular...
Cuando asi convenia.

Gracias a él, aqui estoy.
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PRESENTACION

El célculo es, ante todo, calculo mental. Su primera forma en
la vida de cada hombre. La mas independiente, universal y
estimada. La mas proxima al ser de la Matematica.

—«Aparte de la preferencia por o manipulativo en geome-
tria, ;qué otros aspectos de la didactica de la matematica
son caracteristicos de la ensefianza de ciegos?»

Esta pregunta, que entonces escuché poniéndole un filtro
de simple cortesia o curiosidad por parte de un colega con
quien hablaba por primera vez, me abriria, sin saberlo, un
horizonte de interrogantes e inquietudes que aun no se ha
cerrado. Los anos transcurridos desde aquel verano de
1989, en Cuenca, me han demostrado que la pregunta nacia
de un interés y aprecio verdaderos, y que llevaban el sello del
investigador experimentado.

La educacion de ciegos, al ver mermada la comunicacion
de soporte visual, tal vez podria resaltar dificultades y recur-
s0s «invisibles a la luz». Algo asi como senderos difuminados
y aun perdidos para el espectro visible, que solo se muestran
a los rayos infrarrojos.

No podia eludir pregunta tan directa. En aquel Seminario,
se supone era el Unico representante presuntamente cualifi-
cado en Didactica de la Matematica para ciegos. Y el atrevi-
miento puso palabras a un reflejo de imaginacion:



12 DEL CALCULO MENTAL

—«El célculo mental, quizas. Aunque la matematica es
accesible para una persona ciega en igualdad de condicio-
nes que para una persona que ve; salvo en aspectos instru-
mentales y -muy escasamente- didacticos... Pero el recurso
al calculo mental facilita sobremanera el trabajo, al dispensar
con frecuencia del empleo de instrumental de célculo que,
por lo general, es lento y fatigante...»

—«Entonces, dedicaréis tiempo a cultivarlo, ¢no?...
;,Seguis algun método especial?... Porque la literatura es
muy escasa en ese terreno.»

Métodos. Programacion. Actividades.

Pese a que hayan transcurrido casi quince anos desde
aquella conversacion, estas paginas pretenden una respues-
ta, aunque modesta. Bien que caeria en la tentacion de mos-
trar anticipos en otros lugares.

La finalidad primordial es poner a disposicion de los edu-
cadores que tienen relacion con estudiantes ciegos de
Primaria y Secundaria un material que pueda contribuir a
desarrollar en ellos destrezas calculatorias... -no sé decirlo
de otra manera- ...auténomas. Esto es: prescindiendo de la
escritura, la calculadora o cualquier instrumental especifico
de calculo aritmético.

Pero el trabajo no podia reducirse a un pufado de activi-
dades, 0 a fijar niveles minimos a lo largo del curriculo.

Tras un breve encuadre del papel del calculo mental en la
escuela (Capitulo 1), habia que intentar justificar la considera-
cion que merece, mas alla de la simple comodidad instru-
mental. El Capitulo 2 ofrece como un verdadero argumentario
en favor del calculo mental, ya sean personas ciegas o viden-
tes quienes de él se sirvan. La presentacion es en forma de
motivaciones, con referencia a sus efectos benéficos.

Y habia también que buscar justificacion a su ausencia en
el quehacer de aula como forma individualizada en objetivos
y tareas, o la carencia de sistematicidad. El capitulo 3 inten-
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ta mostrar un panel de dificultades didacticas, no facilmente
soslayables, pero que no alcanzan la categoria de eximentes
ni disculpas.

El capitulo 4 -el de contenido mas claramente matematico-
intenta recopilar y clasificar técnicas y estrategias aplicables
con cada una de las operaciones aritméticas, prolongado en
el capitulo 5 por las técnicas de aproximacion y estimacion.
No todas son empleadas por los buenos calculistas, ni todas
tienen igual grado de eficacia general; su utilidad dependera
de la situacion a resolver. En cualquier caso, se trata de un
muestrario ejemplificado, al que puede acudirse en busca de
sugerencias.

La parte mas propiamente didactica la constituyen los
capitulos 6y 7. A una exposicion de «Principios Didacticos»,
sigue una breve consideracion sobre objetivos terminales
para las distintas etapas y aun niveles educativos, que se
plasmara en el capitulo 7 con una coleccion graduada de
mas de 260 situaciones numeéricas. Puede calificarse de
«guia didactica», con senalamiento de destrezas/objetivo por
operaciones, niveles educativos y dominios numericos.

La inevitable «pequena ludoteca» del capitulo 8 recoge
algunas sugerencias para el disefo de situaciones dinami-
cas que pueden incitar al alumno al cultivo del calculo men-
tal, al margen de contextos reglados, adaptadas a sus
necesidades perceptivas; como es logico, validas también
para estudiantes sin problemas visuales. La matematica
recreativa es, sin duda, matematica, y su acento dulce
puede ayudar a mitigar el esfuerzo amargoso que exige
siempre el quehacer abstracto.

Terminado el trabajo, me pregunto qué hay de especifico
de la educacion de ciegos en estas paginas. Y no sé si debo
sonrojarme o alegrarme.

Sdlo una cosa: la intencion. Espero que sea de alguna uti-
lidad, directa o indirectamente, a los estudiantes ciegos
y deficientes visuales; que desarrollen antes, mas y mejor
-como reza el adagio italiano- sus habilidades de calculo
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mental; que sean mas agiles, capaces y seguros al calcular
de forma autdbnoma, sin recurso a medios materiales.

Por otra parte, no me extrana: la matematica es la misma,
con vista o sin ella. Y es también idéntica la matematica que
tienen que aprender y usar en la escuela los estudiantes
todos, tengan o no dificultades de vision.
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1. EL CALCULO MENTAL EN EL CONTEXTO EDUCATIVO

1.1 El calculo y la resolucién de situaciones problematicas

Calcular es obtener nimeros nuevos a partir de otros dados,
utilizando las operaciones aritméticas.

La adquisicion de técnicas de calculo debe permitir resol-
ver problemas y también aumentar y profundizar en el cono-
cimiento de los numeros y de las operaciones. Este
conocimiento debe favorecer la flexibilidad y también la
creacion de rutinas de calculo personal adaptadas a la neu-
tralidad y a los conocimientos previos del alumnado.

Calcular responde a una necesidad de resolucion, la prac-
tica sistematica fuera de contexto acaba perdiendo sentido
y no se logra ninguno de los objetivos.’

Pero el calculo no queda limitado en su valor instrumental.
Por el contrario: toma un valor esencial en el campo educativo.
Un problema no queda resuelto mientras no se alcance la
solucion cuantitativa, si éste es el caso.

Al resolver situaciones problematicas, las etapas de com-
prension del enunciado (o0 percepcion de la situacion), repre-
sentacion/traduccion, abstraccion y razonamiento son, sin
lugar a dudas, las mas profundas y complejas; y la solucion
es imposible sin ellas. Pero quedarian estériles si no fuera
posible alcanzar y expresar la respuesta correcta. En las
situaciones de caracter cuantitativo, esta respuesta es un
numero, a calcular a partir de los datos.

Los calculos pueden efectuarse:
a) Con ayudas manipulativas. Sean los propios dedos,

material general (cuentas, botones, legumbres, palillos, etc.)
o especifico (bloques multibase, ciertos abacos, etc.).

1T ALSINA C., C. BURGUES, J. M. FORTUNY, J. GIMENEZ, M. TORRA
(1996): Ensefiar Matematicas. Ed. Grad, Barcelona; pag. 113.
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b) Con ayudas graficas. Que van desde simples coleccio-
nes de trazos, constelaciones de puntos, figuras diversas,
hasta diagramas constructivos, abacos graficos, etc.

c) Mentalmente.

d) Con ayuda de escritura simbdlica (guarismos). Entre las
que se encuentran los algoritmos tradicionales.

e) Con ayuda de instrumental especifico: electronico o
mecanico (calculadora, abaco chino-japonés, Tinkunako).

Ayudas o soportes calculatorios

Manipulativos Dedos
Material general Legumbres
Botones
Palillos...
Material especifico | No estructurado Tira numerica
Cuadro numérico
Abacos de repres.
Regletas Cousseniaire
Blogues multibase
Gréficos No estructurado Colecciones de trazos
Constelaciones de puntos
Estructurado Diagramas constructivos
Abacos graficos...
Escritura simbdlica | Simple Listados o
Tablas de hechos numéricos
Compleja Algoritmos escritos
Instrumentos Mecénicos Abacos
especificos Calculadoras
manuales....
Electrénicos Calculadoras
Programas
informaticos
Mental puro Inmediato o Evocacion de hechos numéricos
automatizado Evocacion de listados
Pensado (actuacion | Verbalizacion
sobre repres. Int. de | Escritura simbdlica
situaciones) Fisicas
Manipulativas
Graficas

~ La eleccion de una u otra forma o soporte calculatorio
viene condicionada por factores varios:

La «tendencia»: cOmo se vienen realizando los calculos en
situaciones analogas inmediatas anteriores.



EL CALCULO MENTAL EN EL CONTEXTO EDUCATIVO 17

La via marcada o sugerida por la representacion interior
de la situacion, que, a su vez, es fruto de la «tendencia»
en la actividad representativa.

Disponibilidad del material o instrumental adecuado;
incluido el de escritura/dibujo para procedimientos escri-
tos o graficos.

La naturaleza de los datos: salvo una destreza notable en
calculo mental o artificios muy determinados de calculo
manipulativo o grafico, las cantidades de tamano «grande»
(segun el nivel), las expresiones decimales y fraccionarias
exigen el empleo de calculadora o algoritmos escritos.

La confianza del resolutor en cada una de las formas de
calculo personal.

La condicion sefalada, en su caso, por la demanda:
«mediante calculo mental...», «ayudandote de... (@baco, caja
de aritmética, material...), «por escrito...», etc.

Lo que no significa que la gjecucion se realice necesariamen-
te en una determinada forma: se inicia el camino por una de
ellas, pero puede revocarse, para elegir otra que apunta como
mas comoda o segura; con independencia, incluso, de la con-
dicion de demanda: ya se traducira, si es posible y necesario.

A mayor libertad de eleccion -a mayor nivel de destrezas
en las diferentes formas de célculo-, mayores posibilidades
de avanzar y culminar con éxito -subjetivo, al menos- el pro-
ceso de solucion. Esto implica:

Capacidad para traducir la situacion a términos del len-
guaje operatorio. En ultima instancia:

Capacidad para traducir expresiones entre lenguajes
operatorios.

Capacidad operatoria real en dicho lenguaje.

Aparece asi toda una gama de destrezas calculatorias,
verdaderos objetivos didacticos.
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Como es obvio, en los itinerarios didacticos de inicia-
cion se aprovechan sinergias entre las diferentes destrezas:
importan las «traducciones» entre los diferentes lenguajes
o transformaciones, mucho mas que en la pura resolu-
cion de problemas, donde éstas son refuerzos o compro-
baciones.

Al tratar de introducir el concepto de adicion, por ejem-
plo, careceria de sentido acudir a la escritura numérica, o al
calculo mental de la suma directa. En cambio, pueden
efectuarse sumas para valores pequenos -antes incluso de
denominarlas «sumas»-, sirviendose de recuento de dedos
u otros objetos, material diverso, recursos graficos, conteo
mental o sus combinaciones.

Por el contrario, la introduccion de una determinada téc-
nica de calculo mental puede partir de la observacion de
descomposiciones en célculo escrito, resultados por calcula-
dora, etc. La confeccion de las tablas de hechos numéricos
se efectua por lo general mediante calculo mental 0 manipu-
lacion fisica o grafica...

1.2 UN TRIANGULO DE DESTREZAS CALCULATORIAS
BASICAS

Secularmente, hablar de calculo aritmético era sinbnimo en
la practica de calculo escrito. Saber calcular equivalia a
Saber aplicar algoritmos escritos de calculo.

Desde hace veinte o veinticinco anos, es creciente el interés
por el calculo mental. Incluso por la «aproximacion» y «estima-
cion» como formas de calculo. En Espana, ha llegado a plas-
marse como verdadero objetivo curricular (véase: «Elementos
basicos del curriculo de Educacion Primaria», Ministerio de
Educacion, Ciencia y Deporte, D.830/2003). Su expresion y
control mas inmediatos son la verbalizacion de resultados.

La calculadora ha dejado de ser considerada como com-
plice y encubridora de impericias calculatorias del alumno,
para apreciarla como aliada didactica. Es hoy un instrumen-
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to que hay que conocer y saber utilizar, alcanzando la cate-
goria también de objetivo curricular (ibid). E incluso como
material de ensenanza-aprendizaje del calculo en sus esta-
dios mas elementales?.

Se configura asi un «Triangulo de Destrezas calculatorias»:
Calculo Escrito, Célculo Mental y Célculo por Calculadora.
En esta ultima pueden considerarse incluidas las técnicas
que se sirven de artefactos o dispositivos, manuales o meca-
nicos, que reducen la operatoria de calculo a simples ejerci-
cios digito-manuales, conforme a reglas o normas de ejecu-
cion (abaco chino-japonés, por ejemplo).

Esta terna de destrezas esta presente en la vida toda -no
solo escolar- de nuestros alumnos, tanto de Secundaria como
de Primaria, y estamos persuadidos de que seguira creciendo
en los proximos anos. El interés didactico se orienta en deter-
minar el orden de aparicion, dimensiones y ritmo de desarro-
llo de cada uno de los vértices y lados de este triangulo.

Cierto, que tradicionalmente no se ha tenido conciencia
de tal triangulo. Incluso en numerosos ambientes, ni siquiera
era posible. De cuando aca la calculadora? ;Acaso no se
efectuaban -y efectuan- calculos aritméticos por personas y
poblaciones -jcivilizaciones enteras!- no alfabetizadas o
carentes de instrumental especifico de calculo?...

El calculo mental

«; Para qué fatigar la mente con practicas que la calculadora
resuelve sin esfuerzo?»

En el fondo, tal pregunta trasluce un desconocimiento de
la realidad cotidiana y de las posibilidades intelectuales mas
elementales.

2 \éase, por ejemplo:

ALSINA, C. (1989): La calculadora en la escuela.

GRUPO 0 (Ismael Blasco y otros), (1997): Matematicas: materiales curricu-
lares de Ensenanza Primaria (6-12 anos): 1. Estructura y Materiales; 2.
Primer Ciclo; 3. Segundo Ciclo; 4. Tercer Ciclo. MEC. Edelvives, Valencia.
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El desarrollo del calculo mental puede considerarse como
el objetivo ultimo en el aprendizaje de las cuatro operacio-
nes fundamentalesS.

La afirmacion puede juzgarse un tanto maximalista. Pero
no olvidemos que uno de los fines prioritarios de la educa-
cion es cooperar en el desarrollo de la autonomia personal
del alumno. Autonomia que -para el calculo aritmético- llega
a su culmen en el calculo mental, independiente de medios
fisicos, por simples que sean, como lapiz y papel, tiza o
arena (por no decir calculadoras).

Por otra parte, su marginacion -consciente o inconsciente-
tiene efectos negativos. Es algo mas que parcialidad: es opi-
nion general, como se advierte en el prestigioso y realista
Informe Cockroff:

Creemos que la decadencia del trabajo oral y mental en
las clases de Matematicas son consecuencia de la falta
de reconocimiento y la importancia que el calculo mental
tiene en esta asignatura; incluso los métodos de calculo
sobre papel utilizados tradicionalmente se basan en la
realizacion mental de determinadas operaciones?.

El itinerario de aparicion de los vértices de nuestro
«triangulo de destrezas calculatorias» parece claro: calcu-
lo mental, escrito y por calculadora. Iran ubicandose cada
uno con respecto a los otros, desarrollando y conforman-
do la mayor o menor «escalenidad», util y dinamica, en un
juego de necesidades reales y conveniencias didacticas.
Siempre con referencia a la realidad cotidiana y contex-
tual; conforme a los datos a manejar, COmo recursos
simultaneamente disponibles, nunca excluyentes, pres-
tandose mutuos servicios.

3 FERNANDEZ BAROJA F., LLOPIS PARED A., y DE PABLO MARCO C.
(1991): Matematicas Basicas. Dificultades de aprendizaje y recuperacion.
Ed. Santillana, Madrid. Pag. 201.

4 COCKCROFT, W. S H. (1982): «Mathematics counts». Report of the
Committee if Inquiry into the Teaching of Mathematics in Schools under
the Chairmansship of dr. W. H. Cockcroft. London, England: Her
Majesty’s Stationery office. Pag. 92.
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2. UN AMPLIO PANORAMA MOTIVACIONAL

Nos asisten razones de peso que justifican el analisis que
aqui se recoge acerca del calculo mental, su interés didactico
y técnicas concretas: la aplicacion en la ensenanza de alum-
nos ciegos y el propdsito de dotar a su profesorado de infor-
macion especifica.

Las dificultades instrumentales para el calculo escrito y
la mayor complejidad de uso de los instrumentos especificos
de célculo, hacen del calculo mental la modalidad por
excelencia para el alumno ciego. La motivacion de «como-
didad y rapidez» lo convierten en prevalente, muy por encima
de las otras dos formas. Los rangos numéricos de calculo
son, en general, muy superiores a los habituales para
alumnos videntes del mismo nivel. o edad. (Aunque se
carece de constatacion estadistica, basta una simple visita a
un aula donde haya un alumno ciego para comprobarlo
inmediatamente.)

Bueno sera recordar algunas de las aplicaciones mas
palmarias, aceptadas y eficaces y, por ello, fuentes de con-
tagiosa motivacion para el alumno -jy para el profesor!...-

Basta una simple reflexion para aflorar multitud de aplica-
ciones practicas del célculo mental. Algunas de ellas revis-
ten el caracter inmediato de «estimulos motivacionales».
Otras, lo adquieren con el uso habitual. Por ultimo, algunas
de ellas escapan a la percepcion inmediata del alumno pero
su valor didactico y formativo confieren dimensiones tal vez
impensadas a esta forma de calculo, sobrepasando el
caracter de pura destreza para tornarse medio de interven-
cion pedagogica.

Consideraremos cuatro grandes grupos de argumentos
educacionales:

- proximidad de las situaciones de aplicacion

- ventajas didacticas especificas

- efectos didacticos generales

- efectos psicolégicos y comportamentales.
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2.1 Cotidianeidad

Cualquiera de nosotros, ya ha ejercitado a media manana
una buena decena de veces su capacidad de calculo mental,
si no directamente, al menos como elemento corrector o de
aproximacion.

Y asi, calcula exacta o aproximadamente los minutos que
median entre la hora que marca su reloj digital y el comienzo
o final de la clase, el importe de las consumiciones del grupo
de companeros en la cafeteria, y las vueltas correctas, las
paginas de un capitulo, sin mas que mirar el indice, la cuantia
absoluta de la subida de sueldo o el anunciado incremento
del precio de un servicio, la repercusion efectiva del des-
cuento prometido en un escaparate, etc.

La vida corriente de un ciudadano no importa de qué edad
o condicion esta plagada de oportunidades para ejercitar el
calculo mental en provecho propio y ajeno. Las ocasiones,
por repentinas y frecuentes, apenas si dan tiempo -ni falta
que hace- al uso del lapiz y el papel o la calculadora.

El alumno tal vez no se enfrente a las mismas situaciones
cotidianas que un adulto para ejercitar el calculo mental
(tampoco coincidiran para dos adultos); pero si con otras
muchas andlogas. Situaciones de compra-venta, puntua-
ciones deportivas o de juegos, paginaciones, tiempos, pre-
visiones de gasto, etc.

2.2 Empleo interdisciplinar

Y no sdlo en las areas mas propiamente fisico-matematicas.
Desde la determinacion de los anos de vida que disfrutd un
rey, artista o personaje histérico de relieve, dadas sus
fechas de nacimiento y muerte, hasta el tamano relativo de
un pais respecto del nuestro, su densidad media, riqueza o
producciones. Tal vez sea consecuencia de la creciente
cuantificacion que padecen todos los dominios del saber,
pero es innegable la abundancia de cifras que «adornan»
cualquier manual o documento de uso en los estudios
secundarios 0 superiores.
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A fin de cuentas, es una proyeccion de las situaciones de
«vida diaria», concretadas a los campos del estudio y la cultura.

2.3 Valor instrumental en las ciencias fisico-matematicas

Aun mas especifico, mucho mas frecuente en estos ambitos,
también.

Las primeras y mas importantes situaciones las propor-
ciona la resolucion de problemas, sea como ensayo, estima-
cion o calculo efectivo. Pero, a medida que se progresa en
el curriculum, ascendiendo de niveles educativos, la diversi-
ficacion en las areas experimentales multiplica las necesida-
des calculatorias, alli donde la matematica cobra un papel
instrumental mas claro.

En la Educacion Secundaria es de uso permanente. Al mar-
gen de los topicos mas estrechamente relacionados con el
célculo: fracciones y proporciones, ecuaciones € inecuaciones,
célculos geométricos, polinomios, etc. La fisica y la quimica se
ven forzadas al recurso al célculo aritmético, facilitado o antici-
pado por el calculo mental; especialmente, si la astucia y pericia
del profesor o autor de las situaciones problematicas propues-
tas asi lo permiten, gracias a la sencillez de los datos. Y, en cual-
quier caso, como calculo comprobatorio por estimacion.

Estos tres grupos de situaciones o motivaciones surgen
espontaneamente: ni siquiera es preciso crearlas; son tan
frecuentes y proximas, que basta su mencion para que sean
aprovechadas como situaciones problematicas. En cuanto a
la sensibilizacion en el gjercicio del calculo mental, toca al
profesor advertir de su existencia, resaltandolas cuando surjan.
Tal como la «fotografia matematica» invita a descubrir formas
geomeétricas, las «agencias de detectives» y «reporteros
matematicos» descubren situaciones de Célculo Mental en la
vida corriente, dentro o fuera del aula.

2.4 Variedad de situaciones didacticas para su cultivo

Sean como unos «minutos de precalentamiento» -al inicio de
cada clase- o las «competiciones de calculo»; sean como
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gjercitaciones ocasionales en el transcurso de la resolucion
de problemas -ensayo, estimacion o calculo efectivo-.

En especial, conviene recordar todo género de juegos y
actividades propias de la <matematica recreativa» con base
en el Célculo. Desde los «solitarios» de programas informa-
ticos, hasta los juegos de pequeno o gran grupo, verbales,
con material ordinario, tableros, fichas y tarjetas peculiares,
etc., que cada dia proliferan mas en las aulas y en el mer-
cado.

2.5 Graduabilidad

En un triple sentido. Por una parte, consiste en un conjunto
limitado de hechos numéricos’. Por otra, pueden hacerse
aparecer y tratarse meétodos relativamente sofisticados
como compensacion, descomposicion, factorizacion, etc.,
incluso con combinaciones numéricas muy sencillas?.
Finalmente, la dificultad de los célculos es graduable por el
tipo y tamano de las cantidades involucradas.

Todo ello permite adaptar el nivel de dificultad a las posi-
bilidades, curriculum y adiestramiento del alumno. Haciendo
asequible el éxito, fomentando la seguridad en si mismo vy
alejando el riesgo de fracaso sistematico.

2.6 Comodidad y rapidez

Puede parecer una futilidad: libra del esfuerzo de escribir,
(Alsina y otros, 1996, 114) o de la tension de acertar las
teclas de la calculadora. Pero si se contempla bajo la pers-
pectiva de la educacion de los mas pequenos 0 con pro-
blemas de motricidad digito-manual, la observacion esta
mas que justificada. Y, dentro de los margenes de destre-
za personal -alli donde esta prescrito-, el célculo mental
supera en velocidad incluso al logrado mediante el empleo
de la calculadora.

1 GOMEZ ALFONSO, B. (1988): Numeracién y Célculo. Ed. Sintesis,
Madrid. Pag. 65.
2 COCKCROFT, W. S H.: op. Cit., Pag. 114.
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Otras aplicaciones no seran tan motivantes para el alum-
no, pero tienen un valor didactico innegable.

2.7 Valor de consolidacion de los «hechos numéricos
elementales» y destrezas basicas

El calculo mental se basa en la continua aplicacion de resul-
tados elementales; dicho de otra forma: evocacion -cons-
ciente y orientada- de las «tablas de operaciones» 0 <hechos
numeéricos». Pero no sdlo esto: «requiere ciertas habilidades
-conteos, recolocaciones, compensaciones, descomposi-
ciones, redistribuciones, etc.-, buscando sustituir o alterar
los datos iniciales para trabajar con otros mas comodos, o
mas faciles de calcular» (Gomez, 1988, 65)

2.8 Fundamento de los algoritmos escritos

«Incluso los métodos de calculo sobre papel utilizados tradi-
cionalmente se basan en la realizacion mental de determina-
das operaciones»3. Habria que invertir los papeles: el célculo
escrito es una ampliacion y ayuda al calculo mental. Sin éste,
aquél seria poco menos que inviable.

2.9 Deteccion de errores en calculos efectuados por
otros medios

Con tres detectores principales: cifra de las unidades de
menor orden, resultado entre las de orden mayor y estima-
cion global (por no mencionar las tradicionales “pruebas del
9” u otras analogas).

—Si al multiplicar por calculadora 437x1898 el resultado
que apareciera fuese 823732, esta claro que algo falla: en
la cifra de las unidades debiera aparecer un «6» -fruto de
«7x8=56»-; nunca un «2»,

—En otros casos, pueden ser las cifras correspondientes
a ordenes mayores las que denuncien el error. Seria un
tanto extrano que 283x5469 nos diera 981727: al multi-

3 Cockeroft, W. S H.: op. Cit. pag. 92



26 DEL CALCULO MENTAL

plicar 2x5, por muchas unidades del orden anterior que
debiéramos afadir, nunca apareceria un 9... (tal vez se
pulsé un «3» en lugar del «5» para «5469»...)

—Asimismo, si multiplicando 1248x3579 la respuesta
fuese 43835592, en alguna parte nos hemos equivocado:
«mil y pico, por tres mil y pico» andaria entre «tres millo-
nes» y «ocho millones», jamas por los «cuarenta y pico
millones». (Obsérvese que aqui si parecen satisfacerse los
criterios de las «cifras extremas».)

2.10 Manifestacidn y ejercitacién de aspectos estructurales

Al efectuar un céalculo mental -también escrito, aunque encu-
biertamente- se aplican propiedades definitorias de la
correspondiente estructura algebraica: conmutativa, asocia-
tiva, distributiva, etc.-; mostrando, a su vez, la proximidad
practica de éstas: son algo mas que formalismos hueros. Es
decir, se alimenta una motivacion reciproca entre estructura
y aplicabilidad.

Asi, al operar 12x37, podemos descomponer:
(Ax3)x37 = 4x(3x37) = 4x111 = 444,

aplicando fructiferamente la propiedad asociativa; ade-
mas, al efectuar 3x37 estamos empleando la propiedad dis-
tributiva de la multiplicacion respecto de la adicion, junto con
la asociatividad de la suma:

3x37 = 3x(30+7) = 3x30+3x7 = 90+21 = (90+20)+1 =
110+1 =111,

Técnica habitual para reducir cantidades mayores a menores o
buscar operandos mas sencillos o familliares es la «descompaosicion»:

12x37= (4x3)x37
3x37= 3x(30+7)

que algo o mucho tiene que ver con la propiedad asocia-
tiva en sentido inverso (propiedad «disociativa»), el primer
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caso, 0 como paso intermedio de la propiedad distributiva,
el segundo.

2.11 Familiarizacion con los nUmeros, su combinacion,
sus relaciones.

Como afirmaria Mialaret, tras una experiencia de tres meses:

Hemos podido asistir a una especie de desarrollo de la
imaginacion numeérica que nos ha sorprendido grande-
mente. Los alumnos no solamente calculaban deprisa y
bien, sino que no vacilaban en recurrir a combinaciones
cada vez menos corrientes?.

Algunos autores (Sowder, 1990)° hablan de un tratamiento
holistico preferente de la operacion y de los operandos. Lo
que implica en general un conocimiento en profundidad de
la naturaleza y caracteristicas de operaciones y cantidades,
mas que de su expresion numeral o algoritmica. En el origen
de este comportamiento se halla la diversidad de situacio-
nes y estrategias aplicables a cada una: para un mismo
numero, y segun el caso, se manejan nUmeros contiguos,
descomposiciones aditivas y factoriales varias, su doble o
mitad, etc.

También debe tenerse en cuenta otro grupo nada des-
preciable de motivaciones, de las que raramente se hace
mencion. Son, es cierto, menos claras en su aceptacion
generalizada, incluso en su valor didactico. quizas por la no
inmediatez de sus efectos y la consiguiente dificultad de
comprobacion objetiva.

2.12 Ocasidn para ejercitar la creatividad e iniciativa personal

Una operacion aritmética efectuada mentalmente no tiene, por
lo general, una unica via de calculo. Un sencillo ejemplo:

4 MIALARET, G. (1984): Las Matematicas: como se ensefnan, como se
aprenden. Visor Aprendizaje Madrid. Pag. 59.

5 SOWDER (1990): «Mental computation and number sense», Arithmetic
Teacher. 37, 18-20.
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7+5=7+1+1+1+1+1=12(con ayuda de repre-
sentacion interior o fisica de recuento de dedos)

7+5=6+2)+5=5+2+5=6+5+2=10+2=12
7+5=2+5+5=2+b+5=2+10=12
7+5=5+7=5+5+2=6+5+2=10+2=12
7+5=7+B+2)=(7+3)+2=10+2=12

74+5=7+(1+4)=7T+1)+4=8+4=8+2+2)=
B8+2)+2=10+2=12

7+5=06+1)+5=6+(1+5=6+6=6x2=12

Tal vez el lector tenga otras. Pero, lo que es mas impor-
tante: s qué modelos de representacion se estan utilizando?,
$,son Utiles a otras operaciones?, ;a cuales si, y a cuales
no?...

A poco que se reflexione, sorprende la variedad de enfo-
ques posibles. Explorarlos, inspeccionar todas las posibi-
lidades, optar por una de ellas, determinar el orden de
actuacion, estudiar las transformaciones mas apropiadas,
valorar el resultado, etc., convierte al calculo a secas en
calculo pensado. Es un pequerfo desafio, una labor inteli-
gente, divertida, personal.6

2.13 Ocasion para el desarrollo de estrategias de pen-
samiento

Continuando con el ejemplo anterior: ;,son las unicas vias?,
scual es la mejor de todas?, ¢ por quée?

Estas cuestiones encierran todo un plan de investigacion
situacional: andlisis de las cantidades involucradas, estrate-
gias posibles de célculo, andlisis de dificultades, ventajas e

6 GOMEZ ALFONSO, B. (1988): Numeracién y Célculo. Ed. Sintesis,
Madrid. Pag. 87.
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inconvenientes, eleccion, optimizacion, decision, transferencia
a situaciones analogas, diseno de patrones o estrategias
generalizables...

Poco a poco se va conformando en la mente del alumno
un programa completo de estudio de situaciones problema-
ticas. Que, si bien se circunscribe en principio al campo de
lo numérico, pronto puede servir de matriz para esquemas
mas generales y formativos.

Sowder (1990) senala una serie de caracteristicas del
calculo mental, que se orientan claramente a la formacion en
estrategias del pensamiento:

—Empleo de procedimientos constructivos. Ya que la
obtencion del resultado es el objetivo Unico, director y
selector de estrategias y operaciones.

—Empleo de procedimientos no uniformes; variables vy fle-
xibles. basta observar el glemplo de «7 + 5», para compren-
der que la diversidad de situaciones es enorme, influidas por
variables objetivas -operacion aritmética, naturaleza y
tamano de los operandos, finalidad del céalculo- y subjeti-
vas -técnicas conocidas, recursos de memoria, soporte
imaginativo, tension, etc.-, diversificandose, al mismo
tiempo, las técnicas aplicables.

—Empleo de procedimientos activos. Con un mayor con-
trol del método utilizado en cada situacion. Debido, funda-
mentalmente, a la variedad de situaciones y la consiguiente
variabilidad y flexibilidad de estrategias aplicables. Se aleja
asi el riesgo de rutina y memorizacion mecanica.

2.14 Desarrollo de la memoria inmediata
Al operar mentalmente se ponen en juego registros de
memoria en los que se almacenan datos sencillos -o no tan

sencillos- a recuperar en momentos inmediatos posteriores.

Basta un simple ejemplo. Al calcular 42+35, puedo muy
bien marginar momentaneamente el 2 y el 5, en espera de
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calcular 40+30; retengo ahora el 70, y busco en los registros
de memoria ocupados: hallo el 2, luego 70+2=72, busco
después: hallo el 5, luego 72+5=77. (Que nadie piense que
el itinerario es Unico: ni en el soporte ni en la estrategia.)

La limitacion natural de la capacidad de memoria incita
incluso al disefio de estrategias de calculo que, a su vez,
engendran técnicas para una mejor gestion de los recursos de
memoria (otra aportacion a las estrategias de pensamiento).

Y asi, es frecuente que las operaciones se inicien por las
unidades de mayor orden, acumulandose resultados sucesi-
vos. Junto con ser una estrategia minimizadora de errores
relativos, permite a la memoria verbal mantener buena parte
del resultado acumulativo (en espanol, y en las lenguas lati-
nas en general).

Calculistas famosos -como Jaime Garcia Flores (1989)-
llevan al extremo esta interrelacion entre memoria y calculo
mental, reduciéndolo practicamente a la localizacion y tra-
duccion de valores en tablas iconicas o simbdlicas puras.

2.15 Ejercitacion de la capacidad de concentracion

Estrechamente relacionada con el aspecto anterior, un ejer-
cicio mental abstracto favorece el aislamiento de los estimu-
los externos -en alguna medida, la inhibicion sensorial-, el
gjercicio operativo de funciones mentales diversas -repre-
sentacion, memoria inmediata, mediata (reglas y automatis-
mos), combinatoria, etc.- y orientar la atencion hacia objetos
predefinidos. En suma: preparar y ejercitar moderadamente
un buen cumulo de funciones cognitivas, predisponiéndolas
para mas duras tareas abstractas.

No en vano, los expertos en técnicas de estudio -«trans-
versal», en el sistema educativo espanol- proponen como
«gjercicios de concentracion», previos a la sesion de estudio,
la realizacion de calculos mentales sencillos: adiciones o0 sus-
tracciones en iteracion, permutaciones de cifras y ordenacio-
nes numeéricas, sustituciones, etc., que si no son calculo
mental en sentido estricto, mucho se le parecen en las ope-
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raciones y procesos elementales: son un modo de precalen-
tamiento para el deporte intelectual.

2.16 Ocasiodn para el desarrollo de la atencion y agilidad
mental

En las actividades que se desarrollan de forma organizada,
se exige del participante una orientacion de la atencion y una
flexibilidad y prontitud de respuesta, comprobables inmedia-
tamente por el propio sujeto y, en su caso, por los otros par-
ticipantes, quienes, a su vez, se ven obligados a efectuar
interiormente las operaciones y comparar sus resultados con
las respuestas ajenas.

Esto, que podria predicarse de cualquier actividad, resal-
ta especialmente en las que tienen como objeto el calculo
mental, por la precision de las respuestas, la mencionada
inmediatez, la sucesion o encadenamiento, la posibilidad de
variantes, etc. No se trata simplemente del aprovechamiento y
cultivo de la sana competencia: es una llamada permanente
a la propia superacion, tal como el atletismo reclama el
esfuerzo continuado por mejorar los resultados personales,
aqui facilmente comprobables.

Por ultimo, un grupo de consecuencias de la practica del
calculo mental, tenidas por el tinte de lo discutible -y aun de lo
inconfesable- de la apreciacion subjetiva. Los técnicos -psico-
pedagogos-, de una parte, y la experiencia didactica del pro-
fesor y la propia de los alumnos, de otra, las avaloran como
resortes educativos Utiles, como auténticas motivaciones.

2.17 Ocasion para el ejercicio de la flexibilidad y apertura
de mente

Conocida la diversidad de estrategias aplicables para un
determinado célculo, cabe plantearse cual de ellas es prefe-
rible y por qué. Pero esto supone, cuanto menos, la acepta-
cion de esa pluralidad y su validez, previa a la controversia en
busca de «la mejor solucion»; si es que existe: lo mas proba-
ble es que la declaracion de mejor estrategia quede en sus-
penso, como variedad de opciones personales.
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Una sencilla y fructifera situacion de ensenanza-aprendi-
zaje para la discusion en grupo con alternativas todas ellas
validas, ocasion para conocer y aceptar aportaciones dife-
rentes de la propia, respetarlas, argumentar conveniente-
mente la postura personal, etc.

2.18 Prestigio social

Tal vez suene presuntuoso afirmar que las matematicas
despiertan admiracion. Pero es innegable que la mayoria
de la gente se admira -nos admiramos- de quienes efec-
tuan calculos a velocidades vertiginosas, sin error, y con
una seguridad pasmosa, en ocasiones, desafiando a las
calculadoras, anticipando resultados o corrigiendo errores
de manipulacion.

Las matematicas utiles despiertan admiracion e inocente
envidia, 0 no tan inocente: el desprecio que algunos hacen
de la matematica -y aun de los matematicos- parece traducir
un género de impotencia, de rechazo a aquello que no se le
somete, que le supera. Y los adolescentes -también los
niNos- son muy sensibles a los estimulos de la considera-
cion social.

2.19 Prestacién social

No faltan los errores al calcular mentalmente. Y, por fortuna,
al exteriorizarlos, tampoco falta una voz 0 mano amiga que
los corrija.

Arriba me he referido al movimiento de admiracion y
posible repunte de pequena envidia o dolor de orgullo heri-
do. Pero es mas natural el agradecimiento por el servicio
prestado, y mas eficaz como motivacion la satisfaccion
cuando se tiene la oportunidad de resolver un problema a
alguien. Llamese «prestacion o contribucion social», «tra-
bajo cooperativo», «practica del companerismo» 0 como
se quiera: anhelo de prestar un servicio a los demas,
deseo vy realidad de ser Util en beneficio de otros; desplie-
gue de potencialidades de la persona en su dimension
social.
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2.20 Autosatisfaccion

En la misma linea, pero en plano bien diferente, no podemos
olvidar la satisfaccion que produce el comprobar que toda
una legion de entes -los numeros- se Nnos estan sometidos.
Desde el «jya sé sumarl» o «jya sé dividirl» de un escolar de
Primaria, ingenuamente exteriorizado al llegar a casa, hasta
el silencioso «jno hay integral que se me resistal» -mas inge-
nua, por ignorante- de un universitario principiante.

Es una forma del placer intelectual que generan el cono-
cimiento vy la practica de destrezas intelectuales, pero ahora
con la posibilidad de ejercitarlas habitualmente, en servicio
propio o ajeno. Ademas, el ambito de este poder se encuen-
tra casi perfectamente determinado en cada momento: qué
operaciones, con qué tipo de numeros -conjunto, tamano,
etc.-, en qué tiempos, seguridad...

Esta es sin duda también la motivacién en la que hunde
sus raices la satisfaccion del «calculo por el célculo» -no
necesariamente mental- que algunos escolares experimen-
tan, y que alcanza en ocasiones niveles enfermizos.

Un extrano fendmeno que los profesores nos tropezamos
con frecuencia lo constituye aquellos alumnos que, arras-
trando toda una historia personal de fracasos y rechazos
hacia el estudio en general y la Matematica en particular, se
sienten atraidos y motivados hasta la excitacion por las acti-
vidades en relacion con el calculo mental. «Esto sirve para
algo»; «esto es mucho mas divertido» -«esto mola», en argot-,
«0jala fuera asi todo»... observaciones de alumnos que invi-
tan a considerar que

El calculo mental es motivante en si mismo

Util para recabar atencién, predisponer al esfuerzo de
matematizacion y, convenientemente graduado, regalo para
el caminante fatigado de lo arduo y abstracto.

Recojamos en un panel todos estos argumentos
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Del calculo mental: motivaciones, justificaciones y sugerencias

o Cotidianidad
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) Sustracion
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_, |delos hechos numéricos elementales
Valor de consolacion .
de las destrezas basicas

Fundamento de los algoritmos escritos

propiedad conmutativa
y ejercitacion propiedad asociativa (ordinaria)
de aspectos disociatividad (asociativa, en descomposicion)
estructurales propiedad distributiva

recurso al simétrico y elemento neutro

Manifestacion

Familiarizacion con los ndmeros, su combinacion,

sus relaciones
Efectos

didacticos | Desarrollo de la creatividad e iniciativa personal

procedimientos constructivos

Desarrolio de estrate- | yariedad de estrategias
gias de pensamiento |, jicacion flexiole

gestion de los recursos de memoria

Desarrollo de la memoria inmediata
Desarrollo de la capacidad de concentracion
Desarrollo de la atencion y agilidad mental

autosatisfaccion
Efectos psicoldgicos y utilidad social y servicio
comportamentales incremento del prestigio social

flexibilidad y apertura de pensamiento

Todas estas consideraciones motivacionales para el
calculo mental son vélidas en toda su amplitud y profundidad
para un alumno ciego o deficiente visual. Exceptuando, tal
vez, dos puntos: una cierta menor cotidianidad y una limita-
cion en la variedad de situaciones didacticas accesibles.

Las oportunidades que a diario se ofrecen a la persona
ciega o deficiente visual para el gjercicio del calculo mental
son distintas en su presentacion y exigencia a las del que
ve, Y, es muy posible que menos frecuentes ya que al faltar
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O reducirse la informacion visual, también se perderan
muchas de las situaciones problematicas, en especial las
que se refieran a mensajes visuales de la television, carteles,
etiqguetas o reclamos publicitarios, prensa, revistas, etc.
Pero no olvidemos que la comunicacion interpersonal es,
ante todo, de tipo oral, y que lo normal es que algunas de
las informaciones senaladas le sean «traducidas» -leidas,
incluso espontanea o semiconscientemente- por un compa-
Nero o familiar...

Mas grave puede ser la pérdida de posibilidades de ejer-
citacion mediante actividades ludicas. (Ver Seccion 3.4)

Pero una motivacion de «utilidad practica» supera todas
ellas: poder prescindir en multitud de situaciones del recurso
al instrumental de célculo, ya sea éste de escritura, disposi-
tivo manual e incluso de la calculadora; precisados de dispo-
nibilidad, preparacion y expuestos al error por manipulacion
0 pulsacion. Las ventajas se perciben de modo inmediato, y
lo hacen atractivo y gratificante, sin necesidad de mas argu-
mentos.

El calculo mental facilita decisivamente el trabajo del
estudiante ciego, al dispensarle en numerosas situaciones
numeéricas del recurso a medios instrumentales
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3. DIFICULTADES DIDACTICAS

Pero no todo son laureles. Como en cualquier actividad, y
mas en las matematicas, el calculo mental conlleva dificulta-
des e inconvenientes, sobre todo, de orden didactico.

3.1 Caracteristicas del alumno

A) Exige unos niveles minimos de desarrollo de ciertas
aptitudes especificas. En particular: atencion, concen-
tracidon mental y recursos de memoria

Hopel, desde una Optica de andlisis de factores favorece-
dores del calculo mental, considera cuatro de ellos: concen-
tracion, habito, atencion e interés. Entiendo que el «habito»
guarda una estrecha relacion con la explotacion y aplicacion
de los «recursos de memoria», en cuanto al interés, se con-
templa a continuacion en forma ampliada.

Contrariamente a lo que pudiera pensarse no precisa, en
principio, ni de memorizacion de hechos numéricos basicos
-tablas- ni estrategias predefinidas. Su desconocimiento u
olvido puede lentificar un célculo concreto, condicionarlo
incluso, pero no impedirlo absolutamente —salvo que provo-
que blogueo-.

Sin embargo, la automatizacion de hechos numéricos ele-
mentales e incluso de ciertas estrategias estereotipadas
favorece la agilidad y seguridad en los célculos. De otro
modo, obliga al alumno a recurrir a procedimientos extrema-
damente rudimentarios (recuentos ascendentes o descen-
dentes —véase, paginas atras, el ejemplo de «7 + 5»—, sumas
reiteradas, etc.), propios de estadios iniciales, o al empleo
sistematico de imagenes de situaciones fisicas 0 manipulati-
vas (dedos, trazos, materiales estructurados, algoritmos
escritos, etc.) que, si bien son acreedores al titulo de «calcu-
lo pensado», pueden tornarlo lento y trabajoso. Sin olvidar

1 HOPE, J. A. (1985): “Unraelling the Mysteries of Expert Mental
Calculation. Educational Studies in Mathematics”, vol. 16 (4), 355-374.
Pag. 372.
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que el uso de estrategias puede acabar en memorizacion de
resultados, pero la memorizacion de resultados no solo no
conduce al disefio de estrategias sino que las obstruye
(Heege, 1985).

b) Exige un cierto nivel de comprension de la situacion y
destrezas aritméticas relacionadas con ella. En tres
aspectos

Asimilacion de la operacion presentada. Que se extiende
mas alla de la mera interpretacion simbdlica del signo lin-
guistico que la representa, ya que condiciona las estrategias
aplicables.

Dominio de la estructura numérica y sus representacio-
nes en los diferentes lenguajes; 0, mas concretamente, en
el universo de representaciones interiores del lenguaje ope-
ratorio. Tal vez sea esta destreza la que condiciona mas
fuertemente el dominio numérico —el paso de numeros
naturales a enteros, fraccionarios o decimales—y el rango o
tamano de operandos y resultado —operandos de una, dos
0 mas cifras—. Piénsese, por ejemplo, en el soporte imagi-
nativo de la «escalera» o la «recta numérica» para la adicion
de enteros, o en la aplicacion reiterada de la propiedad dis-
tributiva para la multiplicacion de numeros de varias cifras
en expresion decimal.

Naturaleza de las cantidades intervinientes; tanto de los
operandos como del resultado. Que favorecen la seleccion
de estrategias particulares y estimacion del resultado.

c) Fuerte influjo de los intereses personales del alumno
y del contexto socio-familiar

Que, si bien pueden ser un estimulo positivo, también pue-
den actuar negativamente, debilitando no pocos de los valo-
res antes apuntados.

Se incluyen en este grupo el conflicto provocado por el
empleo irregular de instrumentos de calculo tales como
calculadora, abaco, etc., o del mismo calculo escrito.
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Subrayese el calificativo de irregular, por inadecuacion a la
concreta situacion aritmética o por la circunstancia de
empleo. La actuacion pedagdgica podria inducir entonces a
un enfrentamiento que desorientara al alumno 0 que provo-
cara su pasividad reactiva (estamos tratando, esencialmente,
de los niveles elementales de ensenanza).

Una adecuada intervencion didactica mediante el disefio
de actividades y «reglas de juego» debe acabar por anular
—devaluar, al menos— estas actitudes «desviadas». Conviene
no exagerar la importancia de tales carencias cognitivas, curri-
culares o actitudinales como decisivas. Mas bien son circuns-
tancias personales o contextuales que inciden en un desarro-
llo del célculo mental, su aprecio, aprendizaje de técnicas
peculiares, eficacia y progreso. Pero son claramente modifica-
bles por practicas y actuaciones didacticas oportunas.

d) Heterogeneidad en los niveles de destreza entre alum-
nos de un mismo grupo

Al inicio de la escolaridad o en sus primeros anos, s poco
menos que impredecible el nivel de un «alumno medio». Los
conocimientos y destrezas adquiridos extraescolarmente
son de origen bien variado: ambiente familiar, contexto cultu-
ral, medios de comunicacion, curiosidad y oportunidades
personales, etc.

Junto con ello, las capacidades especificas de cada alum-
no para captar, retener y aplicar hechos y técnicas. Mientras
a algunos alumnos les basta una observacion o comproba-
cion de un determinado hecho numérico, otros precisaran de
una veintena de oportunidades. Para unos la conmutatividad
es evidente; para otros, exigira una comprobacion reiterada
y casi exhaustiva de casos.

La consecuencia didactica es clara: se dificulta grave-
mente el disefo y aplicacion de actividades grupales. Se
corre el riesgo de hacer imposible una participacion equi-
librada -provechosa, por tanto- de todos ellos: lo que
serian simplezas para unos, quedarian inaccesibles o0 sin
posibilidad de éxito para otros. Como de costumbre, los



40 DEL CALCULO MENTAL

grupos homogéneos facilitan la intervencion didactica
intensiva, que permite una mayor especificidad en las
situaciones y objetivos a proponer, adecuados a todos
sus miembros.

, L atencion
Niveles minimos de desarrollo L
concentracion

de aptitudes especificas )
recursos de memoria

de la naturaleza de las
Subjetivos Nivel do asimilacic cantidades intervinientes
ivel de asimilacion .
(del alumno) de los conceptos de la estructura numérica
y Su representacion libre

aritméticos
de la naturaleza de la
operacion presentada

. - del alumno
Actitud especifica . =
del contexto socio-familiar

para captar hechos

o técnicas

para retener hechos
Nivelos con origen en diferencias | © tecnicas

) individuales i ACN

pors ot i
entre alumnos recur pectt
de un mismo de receptividad hacia los
grupo estimulos motivacionales

conocimientos previos de hechos

con origen en y técnicas
los contextos L o
socio-familiares practica en la aplicacion de

técnicas o recursos especificos

3.2 Evaluacion del progreso en calculo mental

En el calculo mental pueden distinguirse variedad de aspectos
a evaluar:
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—Tiempo invertido. Para ser exactos tiempo transcurrido
entre la percepcion/interpretacion del célculo a realizar
(con sus propias dificultades de determinacion del instan-
te preciso) y momento de obtencion del resultado (que no
debe confundirse con el momento de exteriorizacion -ver-
bal, escrita...- o aparicion de indicios exteriorizados).
Condicionado el primero por capacidades perceptivas;
expresivas, el segundo.

—Estrategia utilizada. Que soélo puede observarse si
media verbalizacion, manipulacion o relato inmediato,
supuesto que el proceso sea consciente y pormenorizable
en todos sus detalles.

—Exactitud o aproximacion; segun se trate de calculo o
estimacion de resultados. Pero, ;qué baremo adoptar
para evaluar errores? jimporta solo el resultado o también
deben considerarse aspectos procesuales?

—Seguridad. ;Absoluta o relativa a la confianza general
del alumno en si mismo? ¢No estara ligada a la tension
situacional de repercusion del éxito o fracaso? ;Debe
penalizarse acaso la precaucion de verificar el proceso o
el resultado difiriendo la respuesta?

Todo ello respecto de dominios o variables predefinidas:

—Dominio de operadores que incluye tanto el campo
numérico (naturales, enteros, fracciones, etc.) como el
rango en el que se contienen operandos y resultado.

—QOperacion presentada que no debe confundirse con
el método o estrategia operatoria seguida en la resolu-
cion. Asi, una multiplicacion puede tornarla suma el gje-
cutante, una division, resta, una adicion o sustraccion,
conteo, etc.

—Forma de presentacion de la situacion a resolver vy
forma expresiva exigida para la respuesta.

—Carécter de la situacion propuesta: simple operacion
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abstracta, contexto problematico, complejidad de éste,
etc.

Sin olvidar las inevitables variables personales:
—Edad.

—Nivel educativo.

—Trayectoria curricular en céalculo mental.

—Capacidad y destreza interpretativa de la forma de pre-
sentacion de la situacion a resolver, ya que a su dificultad
calculatoria intrinseca pueden agregarse otras, relaciona-
das con las capacidades perceptivas y destrezas lectoras
del sujeto. De especial importancia en el caso de estu-
diantes ciegos y deficientes visuales.

No faltan entre personas quasi-analfabetas excelentes
calculistas verbales (frecuente en el mundo mercantil), como
tampoco faltan quienes, dotados de una gran destreza lec-
toescritora y capacidad de comprension abstracta, carecen
de estrategias y habitos calculatorios. Asimismo, por idénti-
Ccos motivos:

—Forma expresiva exigida para la respuesta.

Recogemos en sendos cuadros esta retahila de incon-
venientes:
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Aspectos a evaluar en el calculo mental. Dificultades
y condicionantes

de aproximacion

Aspecto Complejidad Condicionantes
Tiempo aparente Percepcion/lectura | Defic. perceptivas
Interpretacion Defic. curriculares
Exteriorizacion del Dific. expresivas
resultado
Tiempo real Dificultad de determinacion
Resultado Exacto Tipo de error Condicionado a
exteriorizacion del
Momento procesual | proceso
Baremacion
Aproximado Determinacion Grado

Estrategia utlizada

Control

Simultéanea Verbalizacion
Descripcion Recuerdo
A posteriori Verbalizacion

Ausencia de escalas

Seguridad

Objetiva
subjetiva

Determinacion de
sintomas

Control

Calibrado

Ausencia de escalas

Factores
situacionales

Complejidad evaluatoria en el caculo mental. Variables

Objetivas

De orden mateméatico

Operacion presentada
Naturaleza de los
operandos

Tamano de los
operandos

Tamanfo del resultado

De orden didactico

Complejidad
calculatoria

Operacion simple
Operacién compuesta

Caracter

Abstracto
Contexto problemético

Forma expresiva

De la presentacion

Exigencia para el resultado

Subjetivas

Edad del alumno (nivel

madurativo)

Nivel curricular

Conocimiento de hechos numéricos
Conocimiento de técnicas y estrategias

Trayectoria curricular
en Célculo Mental

Destrezas previas
Practica acumulada
Habito
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Se deduce de todo ello que:

Deben emplearse metodologias del tipo de la «entrevista
clinica» (entiéndase: en sus caracteristicas, no en sus fines
exploratorios de patologias). Lo que implica individualizacion
y prolongado tiempo de aplicacion y, si no quieren perturbarse
los resultados de la observacion, contextos de aula suficien-
temente ecologicos.

Una posible evaluacion de eficacia calculatoria es de
esperar se vea afectada por las caracteristicas y dificultades
perceptivas y expresivas del sujeto; especialmente, en lo
referente a «agilidad», funcion del «tiempo de respuesta»,
que incluye tanto la toma de conciencia del célculo a realizar
(fase perceptivo-interpretativa), su realizacion efectiva (fase
calculatoria) y su exteriorizacion (fase expresiva). Grosso
modo, se distinguirian:

Forma de presentacion | Respuesta
Oral Oral
Escrita
Icénica (ordenador) Opciodn
Escrita Oral
Escrita
Teclado (calculadora)

Cierto que a lo largo del curriculum deberan ejercitarse
todas las combinaciones, que podrian y deberian ser evalua-
das convenientemente. Pero la evaluacion no lo seria del
«calculo mental en si mismo», sino referido al tipo de situa-
cion y respuesta. Y aunque exista una cierta correlacion
entre resultados evaluatorios, no debe esperarse que sean ni
siquiera analogos; sobre todo, si se trata de alumnos con
dificultades perceptivas y/o expresivas -nuestro caso-.

Deben establecerse «escalas» o «criterios» de valoracion
de las variables a evaluar, condicionadas a su vez a las
caracteristicas subjetivas y situacionales. Y ello, sin atentar a
la flexibilidad y estrategias personales que tantos elogios
merecen.
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La evaluacion del calculo mental o pensado no es imposi-
ble. Pero poco menos que inviable en las condiciones ordi-
narias del contexto escolar. Conformémonos con apreciacio-
nes o valoraciones parciales.

3.3 Formacion especifica del profesor

Este apartado nos remite a consideraciones de «analisis
situacional».

En su dimensidn matematica es bien concreta:

Hay un numero limitado de reglas, estrategias y caminos
que facilitan la tarea. Lo que ocurre es que muchos maes-

Conocimiento de los fundamentos
del contenido a tratar

Formacion Conocimiento de la proyeccion
matematica del contenido a tratar

Conocimiento acerca de estructuras
relacionadas, etc.

Relativa a metodos
Relativa a material

Forma’?on del . Relativa a situaciones de
especifica del | Informacion ensefianza-aprendizaje
profesor didactica

Relativa a estrategias particulares

Relativa a instrumentos de
evaluacion, etc.

Relativa a las caracteristicas generales
Informacion presumibles en los alumnos

sicopedagdgica | Relativa a las necesidades de los
alumnos respecto de los contenidos
matematicos a tratar

Relativa al nivel curricular

Experiencia Relativa al tipo general de alumnos
docente Relativa objetivos y cont. previstos
Relativa a los materiales disponibles

Relativa a las dificultades y
facilitadores mas frecuentes, etc
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Informacién/formacion
Alumno con | Afectados por transtornos
dificultades | analogos
de orden
erceptivo .. | Para situaciones
P b Confeccidn =
y/0 psico- adanta- de ensefanza-
motor y adap aprendizaje
cion de
e g materiales | De actividades
n caso ae especificos .
Formacion | atender en el De evaluacion
especifica agl'a n? a'guc?n Experiencia docente con
«
del profesor umno ¢ alumnos afectados por ese
necesidades -
; deficit
educativas
especiales» . )
P Deteccion de carencias
A Conocimiento y diseno de
umno Con | farmulas de «remediacion»
carencias o
alumnos afectados por
carencias analogas
Conocimiento de manifes-
Alumno con | taciones, hipotesis esti-
trastornos mulo/respuesta, tratamien-
afectivos o | 10s habituales y coyuntu-
de rales, etc (de tipo general)
personalidad | Experiencia docente con
alumnos

tros y profesores no tienen ellos mismos consciencia de
los procesos que aplican cuando calculan mentalmente, y
nunca se han parado a analizarlos -sobre un papel- con la
finalidad de enseridrselos a sus alumnos?.

A tal fin, y aunque pudiera entenderse como exceso en el
marco del presente trabajo, se ha intentado recoger en la
proxima Seccion un abanico -no exhaustivo- de técnicas
para el calculo mental de las cuatro operaciones aritméticas
con numeros enteros.

2 GOMEZ ALFONSO, B. (1988): op. Cit., pag. 69.
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No abundan las monografias sobre el tema. Es preciso
espigar técnicas y sugerencias incluidas en manuales de
calculo aritmético y su didactica. No obstante, en los Ulti-
mos anos se viene gestando un movimiento de aproxi-
macion al tema (véase, por ejemplo: Gomez, 1988 Op. Cit.;
Giménez, 1989).

En particular, hay que destacar el ingente esfuerzo que se
esta realizando por desarrollar actividades y materiales espe-
cificos para la gjercitacion como son: dominds, bingos y lote-
rias, juegos de tablero, programas informaticos, etc. Un buen
repertorio de estos materiales y juegos puede encontrarse
en las obras de Kamii (1986, 1988, 1991, existe version
espanola).

Como ejemplo de orientaciones didacticas para un desa-
rrollo de técnicas o estrategias de calculo mental, citaré en
esquema las propuestas del Grupo 0 (1997), dirigidas a
alumnos entre 6y 12 anos:

—El profesor debe conocer los «procedimientos-tipo»
mas usuales en calculo mental.

—Es preciso disenar una planificacion detallada y ajustada
a los previsibles avances de los alumnos en la clase.

—Han de anticiparse los puntos delicados, como y en
qué momento abordarlos y tener previstas cuestiones de
procedimiento.

—Los algoritmos mentales se practicaran oralmente, sin
ayuda de material.

—Debe realizarse diariamente, en sesiones cortas (no
mas de 10 minutos), por el considerable esfuerzo y aten-
cion que requiere esta actividad. Unas veces dirigida a
grupos pequenos de alumnos (6 ¢ 7), otras a toda la
clase.

—Los ejercicios que se propongan deberan estar cuida-
dosamente dosificados y en orden creciente de dificultad.
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—La actitud favorable por parte de los ninos se conse-
guiréa con la forma de llevar la actividad, adecuandose a
Su ritmo.

—El profesor no tiene que decir las técnicas que utiliza,
sSino que estara atento a las que utilizan los alumnos y a
conocer sus dificultades concretas. En consecuencia:

—Que cada alumno exprese cual es el numero que
corresponde a la propuesta que se le hace y tenga la
oportunidad de explicar como lo ha calculado.

—La discusion y el andlisis, con todo el grupo, de los pro-
cedimientos empleados por los alumnos, es imprescindible
para ampliar su catadlogo de estrategias de célculo mental
y su conocimiento del significado y propiedades de las
operaciones utilizadas, asi como para evaluar los logros
alcanzados y las dificultades que persisten.

—En otra sesion diferente, que no deberia ser consecutiva,
se puede trabajar la generalizacion de una estrategia de
calculo, utilizada en una operacion determinada, para
operar con numeros de la misma familia.

—En ninguin caso se pedira a los alumnos que formalicen
SUS respuestas.

—Realizar una evaluacion continua.

3.4 Materiales

En el caso concreto de alumnos ciegos totales o afectados
por una deficiencia visual grave, ademas, existe una limita-
cion no pequena en el diseno de situaciones adecuadas a
este déficit. Se manifiestan, especialmente, en las activida-
des ludico-matematicas:

—Si el soporte es informatico, debe adecuarse a una
presentacion accesible a su limitacion visual. Lo que con-
diciona el equipo preciso, el «entorno» informatico, la
situacion incluso. Asi, las presentaciones graficas, figura-
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tivas y muchas bidimensionales seran de todo punto
inaccesibles -e inadaptables- al alumno ciego total; en
resumen: practicamente todo el software actualmente
disponible es inadecuado.

—Si se trata de un juego con tablero, fichas o tarjetas,
debe asegurarse la participacion en igualdad de condicio-
nes, adaptando el material o fijando normas complemen-
tarias, verbalizando cuestiones, resultados 0 posiciones.

—Si los datos o informacion de partida se presentan en
forma visual (tablero del aula, panel, bandejas, tarjetas,
etc.) puede ser suficiente el leerla 0 suministrarla en braille;
esto ultimo implica el prerrequisito de que el alumno
posea la suficiente destreza lectora para el sistema.

Si intervienen elementos generadores de azar -dados,
ruleta, bolas, etc.- debe garantizarse asimismo el uso auto-
nomo de éstos («dados parlantes», fichas o naipes adapta-
dos, etc.)

Las actividades de caracter verbal no sufriran merma en
absoluto (caso bien distinto del que afecta a alumnos sordos
o hipoacusicos; véase: Nunez, J. A., Rosich, N., y Fernandez
del Campo, J. E. (1996): Matematica y deficiencia sensorial.
Ed. Sintesis Madrid.
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4. TECNICAS Y ESTRATEGIAS

Como se adelantaba al comienzo, pueden distinguirse dos
formas fundamentales de calculo mental: el inmediato o
automatizado y el pensado. La diferenciacion, por extrano
que parezca, no es sencilla.

Salvo que aceptemos las teorias asociacionistas en su
formulacion mas radical, el calculo mental suele apoyarse
en representaciones varias: situaciones fisicas, manipula-
tivas o graficas, la propia verbalizacion, la escritura simbdlica
imaginada. Es decir: el célculo se efectia en el nivel de
representaciones interiores. Por esta razon, suele designarse
como calculo pensado, cuando supone la mediacion de un
gjercicio mental efectivo sobre imagenes, y que implica
toma de decisiones y eleccion de estrategias.

La eleccion misma de la forma representativa ya tendria
el caracter de una decision o estrategia: elegir el ambito de
imagenes/simbolos en el que el calculista se siente mas
seqguro, o en el que acumula mayor experiencia de eficacia
y éxito.

En contraposicion a este modo de proceder, se hallarian
las respuestas inmediatas, sin mediar reflexion ni combina-
toria representativa. Se ajustarian al esquema estimulo-
respuesta del calculo mental automatizado o inmediato, y
que es tipico de la memorizacion de las tablas, aunque
no se restringe a los hechos numeéricos basicos (operacio-
nes con numeros de una cifra, en escritura decimal): es
frecuente en actividades mercantiles memorizar los multi-
plos y fracciones de un cierto valor, sin recurrir a calculo
alguno.

Asi pues, es preciso admitir relaciones mutuas:

—El calculo pensado es la via mas segura para la auto-
matizacion y aplicacion eficaz del calculo aritmético

—El célculo pensado es un recurso siempre disponible en
el célculo automatizado
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—Calculo automatizado -0 inmediato- y céalculo pensado
son independientes en sus primeros estadios, pero se
potencian y apoyan mutuamente

Ya que, sin la automatizacion de hechos numeéricos, el
calculo pensado con cantidades de una cierta dimension
-nUmeros de varias cifras, en escritura decimal- se veria
reducido a rutinas tan sumamente elementales, que lo lenti-
ficarian y harian despreciable.

— El célculo automatizado es el objetivo; el calculo pensado,
la via mas segura para alcanzarlo.

Hasta el extremo de poder considerar como calculo auto-
matizado la «aplicacion mecanica» -inmediata, por reitera-
cion- de estrategias o «algoritmos» del calculo pensado.

Los limites del calculo automatizado vienen perfilados por
las necesidades practicas del alumno; los del célculo pensa-
do, los decide el propio alumno.

He aqui un intento de descripcion de las técnicas vy
estrategias mas frecuentes en el «célculo pensado». Se
toma como esquema general de clasificacion las operacio-
nes aritméticas con numeros naturales, aunque no faltaran
las referencias a otros dominios numeéricos. Las subdivisio-
nes siguen un supuesto orden de complejidad logico-ope-
ratoria.

4.1 TECNICAS Y ESTRATEGIAS PARA LA ADICION

1. Conteos unidad a unidad

No podemos desdefar técnicas tan elementales como las
basadas en el «conteo» 0 «recuento» en la sucesion numé-
rica, propias de los primeros estadios de aprendizaje. Pero
incluso en este nivel tan bajo, se han encontrado procedi-

mientos varios:

1.1 Por recuento total. Propias de adiciones de numeros
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naturales. Se parte de la unidad, superponiendo en sucesion
ambas cantidades-operandos:

5+7=1{1,2.. (5pasos)..., 5,6, 7,8, 9..., (7 pasos)} 12

1.2 Por recuento parcial. Se elude el recuento para uno de
los sumandos. Con dos formas, no universales.

1.2.1 Con origen predeterminado por la presentacion.
Partiendo de la cantidad enunciada en primer lugar, se pro-
sigue el recuento conforme al segundo sumando:

5+7=1{5,6, 7 8.., (7 pasos)} 12

No es exclusiva de los mas jovenes, ni de operandos
necesariamente ambos «pequenos»:

45 + 7 = {45, 46, 47..., (7 pasos)} 52

Incluso en niveles medios 0 superiores, cuando se trata de
la adicion de numeros enteros, siendo negativo el primero
de ellos, se encuentran ejemplos de esta forma de proceder:

3+5={3-2-1,0 1} 2

1.2.2 Con estrategia de eleccion del origen. Se toma como
punto de partida para el recuento el sumando mayor:

5+7={7,89 10..., (5 pasos)} 12
2. Permuta previa

O aplicacion de la propiedad conmutativa. Puede parecer
una simpleza; pero todo apunta a sefalar que resultan mas
sencillas -mayor rapidez y frecuencia de éxito- aquellas adi-
ciones en las que el primer sumando supera al segundo;
tanto entre numeros inferiores a la decena -hechos elemen-
tales-, como entre aquellos otros superiores. La causa que
explicaria esta actitud generalizada no esta clara.

5+48=8+5=183
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En cualquier caso, la aplicacion de la técnica conmutativa
es general en las adiciones con numeros superiores a la
decena:

7 +56=56+7 =63
3. Descomposicion

Este grupo de técnicas tienen como aspecto comun un
dominio de la descomposicion de una cantidad en otras dos,
por via exclusivamente aditiva o aditivo-sustractiva..

Dado que las descomposiciones posibles son multiples,
supone, a su vez, una capacidad de eleccion de «la mejor».
Eleccion que no tiene por qué ser universal: respondera a
estrategias personales, mas o menos desarrolladas 0 segun
el nivel de practica que se haya alcanzado.

3.1 Descomposicion aditiva. O mediante adicion de partes o
cantidades; se entiende: «no unitarias», ya que se reduciria a
una estrategia de recuento.

3.1.1 Descomposicion de uno de los sumandos en dos par-
tes arbitrarias. Se aplica incluso en casos elementales:

6+7=6+@4+3)=6+4+3=10+3=13

6+7=6+6+1)=06+6)+1=12+1=13

(Se ha observado que las sumas del tipo «doble» 2+2,
3+3, 6+6, etc. son aprendidas por los ninos con gran rapi-

dez vy firmeza.)

Precisamente en los dos ejemplos ofrecidos aparecen las dos
descomposiciones mas frecuentes -aunque No sean las unicas-,

—la que permite al primer sumando «alcanzar» la
decena, y

—la que le hace presente como parte del segundo
sumando.
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La generalizacion a casos en uno de cuyos numeros
supera la decena es inmediata:

79+8=79+(1+7)=79+1)+7=80+7=87

Obsérvese como la estructura numérica decimal empieza
a cobrar importancia. Lo que sugiere que no pocas estrate-
gias del «calculo pensado» -las que aqui se describen y se
emplean mas a menudo por nifios y adultos- tal vez estén
ligadas a dos soportes fundamentales:

—Soporte verbal. Ya que la mayoria de las nomenclaturas
verbales de las cantidades responden a la estructura decimal:
«diec-i-séis», «veint-i-cuatro», «ciento - cuarenta y dos», etc.

—Soporte de escritura simbdlica imaginada; con pre-
ponderancia en nuestra cultura de la escritura decimal.

La escritura/verbalizacion de cantidades en forma decimal
-polinbmica o posicional- abre un campo casi ilimitado de
estrategias.

3.1.2 Por ordenes de unidades. Su referente comun es la des-
composicion decimal, su campo de aplicacion, las sumas
cuyos sumandos -uno, al menos- superan la decena. En cual-
quier caso exigen (estructuralmente) la aplicacion reiterada de
las propiedades asociativa y conmutativa de la adicion.

3.1.2.1 Procediendo por ordenes descendentes. Es, sin
duda, la técnica mas fecunda en la adicidon de numeros de
un cierto tamano mediante célculo pensado. Ademas como
en el proceso de calculo se van obteniendo resultados cada
vez mas proximos al objetivo final, la convierte en técnica de
calculo aproximado.

En espanol, se corresponde con la lectura verbal de las
cantidades. Por tanto, supone un ahorro -mejor gestion de
recursos de memoria-. Pero los espacios de memoria de tra-
bajo o0 memoria inmediata deben contener elementos indivisi-
bles, es decir, terminos. De otro modo -si se acude a la repre-
sentacion simbodlica- el esfuerzo de memoria se complica.
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38+9=B0+8 +9=30+8+9 =30+17 =30 +
(10+7)=@B0+10)+7 =40+ 7 =47

46 +25 =40 +6) + (20 + 5) = (40 + 20) + (6 + 5) = 60
+B6+5=60+11=60+(10+1) =G0+ 10)+1 =70
+1="71

134 + 29 = (100 + 30 + 4) + (20 + 9) = 100 + (30 + 20)
+(4+9)=100+50+ (4 +9) =100+ 50 + 13 =100 +
50 +13 =100 +50 + (10 + 3) = 100 + (50 + 10) + 3 =
100 + 60 + 3 =100 + 63 = 163

317 + 468 = (300+17) + (400+68) = 300+400 + (17+68)
=700 + (10+7 + 60+8) = 700 + (10+60) + 7+8 = 700 +
70+15=770 + (10+5) = (770+10) + 5=780 + 5 =785

3.1.2.2 Procediendo por ordenes ascendentes. En realidad,
es una version verbalizada del algoritmo usual, ahora sin
lapiz ni papel, muy posiblemente con recurso a la imagen
escrita de aquél.

Compite en frecuencia con el anterior para la adicion de
numeros superiores a la decena, coincidiendo en apariencia,
si uno de ellos es menor. Pero tanto los recursos de memoria
como el esfuerzo de atencibn son muy superiores aqui.
Parece estar ligado a estilos de gestion de recursos por moda-
lidad visual, mas que auditiva o verbal. (Con el orden en los tér-
minos se pretende subrayar el foco atencional:)

38+9=B8+30)+9=8+9 +30=17+30=(7 + 10)
+30=7+(10+30)=7 + 40 =47

46 +25=6+40)+ (5 +20) =6+ 5) + (40 + 20) = 11
+(40+20)=11+60=(1+10)+60=1+ (10 + 60) =
1+70="71

134 +29=(4+1830)+(9+20)=(4+9)+ 130+ 20 =13
+130+20=13+ (30 + 100) + 20 =3 + 10 + (30 + 100)
+20=3+(10+30)+100+20=3+40+20+100=3
+ (40 + 20) + 100 =3 + 60 + 100 = 163
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317 + 468 = (7+310) + (8+460) = (7+8) + (310+460) = 15
+ (10+300 + 60+400) = 15 + (10+60) + (300+400) = 15
+ 70 + (300+400) = 5 + 10 + 70 + (300+400) = 85 +
(300+400) = 85 + 700 = 785

3.1.2.3 Procediendo sin secuencia estricta de ordenes de unida-
des. Parece apoyarse en recursos de memoria verbal de muy
escasa aplicacion en el area cultural espanola o hispano-parlante.

46 +25=40+6)+(B5+20)=40+ (6 +5) + 20 =40 +
11+20=40+(11+20 =40+ (1 +10) + 20 =40 + 1
+(10+20)=40+1+30=(40+30)+1=70+1=71

134 +29 =4 +130) + (9 +20)=(4 +9) + 130 + 20 =
13+ 130+ 20 =13 + (30 + 100) + 20 = (13 + 30) + 100
+20=(10+ 3+ 30) + 100 + 20 =3 + (10 + 30) + 100
+20=3+40+100+20=143 +20=(140+3) + 20
=(140+20) + 3=160 + 3 =163

317 + 468 = (300+17) + (400+68) = 300+400 + (17+68)
=700 + (10+7) + (60+8) = 700 + (10+60) + (7+8) = 700
+ (10+60) + 15 = 700 + (10+60) + (10+5) = 700 +
(10+460+10) + 5 =700 + 80 + 5 =785

3.1.3 Descomposiciones para la aparicion reiterada de un
sumando arbitrario. En algunos ambientes mercantiles es
usual el calculo de cantidades como multiplos de otra bien
determinada, la docena, por ejemplo. Se tiende entonces a
descomponer los numeros en sumas reiteradas de dicha
cantidad-base y sus restos.

Puede considerarse como generalizacion de la «suma por
duplicacion de un sumando», que se contemplaba en 3.1.1.2.
Asimismo, tiene un cierto sabor de calculo en base no decimal.

38 + 27 = (12+412+12+2) + (12+12+3) = (12+12+
124+12412) + (243) =60 + (2+3) =60 + 5 =65

3.2 Descomposiciones aditivo-sustractivas

Uno de los sumandos se descompone como sustraccion.
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Por lo general, aparecen como minuendo decenas comple-
tas, facilitandose asi la adicion. Es muy frecuente con
sumandos que cuentan con 8 ¢ 9 unidades:

Tiene un amplio campo de aplicacion: desde los hechos
numeéricos elementales hasta cantidades importantes. Antes
que calculo por sustraccion efectiva, parece proceder por
«recuento descendente» (ver mas adelante), pues el sujeto
calculista no parece servirse en ningun caso del algoritmo
escrito imaginado.

4+9=4+(10-1)=@4+10)-1=14-1=13
73+9=73+(10-1)=(73+10)-1=83-1=82
73+28=73+(30-2) =(73+30)-2=103 -2 = 101

282 + 89 =282 + (90 - 1) = 282 + (100 - 10 - 1) = (282
+100)-10-1=882-10-1=372- 1 =371

4. Mediante representacion interior

La observacion y control externos del proceso calculatorio,
como se indico paginas atras, no son sencillos ni definitivos.
Tres son las fuentes principales:

—Observacion ecolégica de acciones en el sujeto-calculista.
Por la que pueden detectarse recuentos de dedos, movi-
mientos de labios e incluso verbalizaciones espontaneas.

—\Verbalizacion solicitada. Por la que el sujeto-calculista
describe en voz alta las operaciones que realiza.

—Relato «a posteriori». Analogo al anterior, pero una vez
obtenido el resultado, como descripcion introspectiva.

Se han obtenido asi tres grupos de representaciones; por
orden de frecuencia:

a) Representacion simbdlica grafica o de algoritmos escri-
tos (no necesariamente el canonico).
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b) Representacion de acciones sobre material manipulativo.
Por lo general, aquél que le resulta mas familiar: regletas
de Gategno, bloques multibase, abacos, etc.

c) Representacion de situaciones graficas. Sean puntos,
trazos, etc.

Como formula mixta, se encuentra la representacion de
la «tira numérica» o sucesion de numeros en forma simbo-
lica ordenados espacialmente. Debiera esperarse que
dicha ordenacion tomara una configuracion de linea recta;
pero ésta solo aparece en niveles muy elementales. Pronto
-quizés al superarse la veintena- se desplaza en zig-zag,
espiral, tabla bidimensional; tal vez en funcion de la expe-
riencia manipulativa o representativa: cinta métrica, calen-
dario, paneles, etc.

En sentido estricto, esta forma de proceder por via imagi-
nativa no deberia merecer el titulo de «calculo pensado», ya
que el esfuerzo de accion propiamente numeérica y aplicacion
de estrategias es casi inexistente. Sin embargo, es dificil ase-
gurar que no se aplica alguna de estas caracteristicas en un
paso determinado, o si la misma eleccion de representacio-
nes No es ya una estrategia adecuada a las posibilidades y
habitos del sujeto-calculista.

Estrategias o técnicas para el célculo pensado de adiciones

Conteos Por recuento total

Por recuento parcial | Con origen predeterminado por presentacion
Con estrategia de elccion del origen
Premuta previa (aplicaciéon de la propiedad conmutativa)

Descomposicion Descomposicion De uno de los Alcance de la
aditiva (mediante sumandos en dos | decena inmediata
adiciéon de partes) partes arbitrarias Generacién de dobles
En 6rdenes de Descendentes
unidades Ascendentes

Sin secuencia estricta
Para la aparicion reiterada de un sumando

arbitrario
Descomposiciones aditivo-sustractivas
Mediante Simbdlica gréafica (de algoritmos escritos)
representacion i De acciones sobre material manipulativo

nterior - . v
De situaciones gréficas
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4.2 TECNICAS PARA LA SUSTRACCION

En razdn de la estructura algebraica aditiva de grupo, vy
segun las teorias psicopedagodgicas, la sustraccion es inse-
parable de la adicion, por mas que el algoritmo escrito las
haya alejado formalmente. Es, pues, de esperar que sean
paralelas o analogas las estrategias empleadas en unay otra
por el calculo pensado.

1 Recuentos
O conteos, mediante operacion unidad a unidad.

1.1 Recuento ascendente o de conversion aditiva. Partiendo
de la cantidad sustraendo, se asciende por recuento hasta el
minuendo:

12-7={7,8,9, 10..., (5 pasos)} 12
92 - 87 = {87, 88, 89..., (5 pasos)} 92

1.2 Descendente. Ciertamente, es menos frecuente que la
primera, y mucho mas dificil: lenta, con tropiezos y errores,
inseguridad manifiesta, etc. Pero es que el enunciado des-
cendente de la serie numérica también lo es. Y es cierto
asimismo que apenas se ejercita en el aula. No obstante,
es muy utilizada para cantidades grandes.

Obsérvese que en estas técnicas sustractivas el resultado
no se verbaliza con la serie numérica: es fruto de un recuento
ajeno a dicha serie, que puede ayudarse de refuerzos fisicos
-dedos, golpes, representaciones interiores-.

12-7={12;, 11, 10..., (5 pasos)} 7

92 - 87 ={92; 91, 90..., (5 pasos)} 87

2. Permuta previa

O reduccion al contrario. Se ha observado que la adicion de
enteros de distinto signo se reduce, normalmente, a «sus-
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traccion de naturales», identificada a la «sustraccion de ente-
ros positivos». Se sigue entonces uno de los procesos
siguientes:

A) Primer sumando positivo y segundo negativo. Con dos
situaciones:

a) Primer sumando mayor que el valor absoluto del
segundo. Equivale a una resta posible y ordinaria entre
naturales:’

b) Primer sumando menor que el valor absoluto del
segundo. Equivale a una sustraccion imposible entre
naturales. La operacion se facilita mediante un doble paso
a los contrarios: el contrario de la suma de contrarios; que
devuelve, operatoriamente, a la situacion anterior:

+5+-7=-(7+-B5)=-+7+-5=-(7-5=-2) =-2

B) Primer sumando negativo y segundo positivo.
Asimismo, con dos situaciones:

c) Valor absoluto del primero menor que el del segundo.
La permuta en la suma lleva, de nuevo a la situacion a) de
resta posible y ordinaria entre naturales:

B+ +7=4+7+-5=7-5=2=+42

d) Valor absoluto del primero mayor que el del segundo.
La permuta de la suma conduce a la situacion b), que
seria reducida a la a):
T++5=-(+7+-5)=-(7-95=-(2) =-2

Aunque las operaciones entre nimeros enteros o «con
signo» suelen ser mas propias de niveles posteriores a los de

1 Los numeros enteros van afectados del correspondiente signo, que
indica si es positivo 0 negativo.
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simple iniciacion aritmética, se han incluido aqui para com-
pletar este cuadro de estrategias, al menos hasta el dominio
de numeros enteros, tanto positivos como negativos.

Obsérvese el cambio alternativo entre dominios
numMéricos:

—contemplacion de la suma de nimeros enteros de dis-
tinto signo como resta de naturales,

—operacion de resta entre naturales,
—retorno al dominio de nUmeros enteros.

Las estrategias aditivas para dos numeros enteros «de
igual signo» son idénticas a las empleadas para naturales.
Si ambos son positivos, por la coincidencia estructural. Si
negativos, mediante el paso a los contrarios, como en b).

3. Operaciones sobre partes o cantidades no unitarias

3.1 Descomposicion. Consistente en descomponer aditiva-
mente el sustraendo en partes -por supuesto, no unidades
simples, que lo reduciria al tipo «recuentos»-. En alguna
medida, también puede implicar la descomposicion aditiva
del minuendo.

Solapadamente, su fundamento estructural es la pro-
piedad de que «el contrario de una suma es la suma de
contrarios»:

-@+b+c)=-a+-b+-c

tal como se ha visto en la estrategia de permuta previa.
Pero, mientras que alli se orientaba al objetivo de operaciones
entre nUmeros enteros, aqui pretende resolver la sustraccion
entre naturales, segun el esquema clasico de las «cuatro ope-
raciones».

De esta forma, una sustraccion (posible) se transforma en
una serie de dos 0 mas sustracciones de minuendos mas
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sencillos. Segun sea esta descomposicion se observan dife-
rentes tipos:

3.1.1 Descomposicion por ordenes de unidades. El sus-
traendo se contempla en su forma polindbmica, como suma
de unidades, decenas, centenas, etc. Las restas sucesivas
se reducen a operaciones entre unidades del mismo orden,
con reserva en memoria de los resultados parciales (acumu-
lados 0 no); lo que supone, a su vez, la descomposicion poli-
némica del minuendo.

3.1.1.1 Ordenes descendentes. Como en el caso de la adi-
cion, es sin duda la de mas segura aplicacion. La razon es bien
simple (al menos, en las lenguas latinas): el soporte verbal; que
permite practicamente ir verbalizando el resultado -aunque sea
preciso rectificarlo, si las unidades del sustraendo en el corres-
pondiente orden superan a las del minuendo-, con el consi-
guiente refuerzo v fijacion en memoria del resultado parcial. La
estrategia en orden ascendente, en cambio, se ve sustituida
por el soporte de representacion grafico-simbolica del algorit-
mo tradicional.

Si el sustraendo es elemental (inferior a la decena), se
obtiene un hecho basico de la sustraccion pero que, en el
fondo, corresponde a esta estrategia:

43-7=(40+3)-7=40+3-7=40+(B-7)...=(30
+10)+3)-7=830+10+3-7=30+(10+3)-7=30
+13-7=30+(13-7)=30+6 =36

El caso general se refiere a cantidades que superan la
decena:

57 -25=57-(20+5)=57-20-5=(57-20)-5=
+7-20)-5=(50-20)+7-5=30+7-5=37-
B0+7)-5=30+(7-5=30+2=232

(50
5=

Aungue es muy frecuente la doble descomposicion -que
tal vez subyace inconscientemente en los pasos intermedios
del ejemplo- seguida de una reordenacion en restas parciales
entre unidades de igual orden:
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57-25=050+7)-(20+5) =50+ 7-20-5=(50 - 20)
+(7-5)=30+2=32

Cuando una de las restas parciales es imposible, se refor-
ma la expresion del resultado acumulado, dando lugar a otra
no canonica:

55-27=050+5)-(20+7)=50+5-20-7=(50
+(5-7=30+(6-7=30+5-7=(20+10)+5
20+4(10+5)-7=20+15-7=20+8=28

0)

-2
-7

3.1.1.2 Ordenes ascendentes. Descompuestos uno 0 ambos
términos, se procede como en el caso anterior, pero respetando
el orden inverso de unidades. La imposibilidad de sustraccion
natural en uno de los resultados parciales, conduce a una
situacion en todo semejante al algoritmo escrito:2

57 -25=(7+50)-(5+20)=7+50-5-20=(7 -5)
+(50-20)=2 + (50 - 20) = 2 + 30 = 32

b5-27=5+50)-(7+200=5+50-7-20=(57)+
(50 -20)...=5-7+10+40-20=(10+5) -7 + 40 -
20=15-7+40-20=8+(40-20)=8+20=28

3.1.2 Descomposicion en partes arbitrarias. Suelen producirse
respecto de una cantidad o «base» determinada, ligada sin
duda a la préactica cotidiana: decenas, docenas, grupos de 6
unidades (medias docenas) o de siete unidades (semanas),
etc.

En este caso, el sustraendo mengua a medida que se resta
la «base» del minuendo; sin embargo, no parece producirse
una mengua paralela en el sustraendo, sino que aparece una
«cuenta auxiliar» que aumenta hasta alcanzarle por defecto:

55-27=55-12+12-27 = (55 - 12) + 12 - 27 = 43 +
12-27=43-12 +12 + 12 -27 = (43 - 12) + 24 - 27 =
31424 -27=31-(27-24)=31-3=28

2 Como en paginas anteriores el orden de los términos subraya la aplica-
cion del foco atencional.
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El fundamento algoritmico es la coleccion de multiplos
de la «<base» (12, en este caso), con una doble operacion de
descenso para el minuendo {55, 43, 31} y de ascenso hacia
el sustraendo {12, 24}. Por Ultimo, se procede a la resta con
la diferencia de ascenso {31 - (27 - 24)}.

En otras ocasiones, se reduce simultaneamente la misma
cantidad en minuendo y sustraendo, buscando expresiones
sencillas («con 0»):

55-27 =(55-5)- (27 - 5) =50 - 22 = 50 - (20 + 2) = 50
-20-2=(50-20)-2=30-2=28

0, bien:

55-27 =(50+5)- (22 +5) =50 - 22 =50 - (20 + 2) = 50
-2-20=(50-2)-20=48-20 =28

3.2 Estrategias sustractivo-aditivas. El algoritmo mental mas
eficiente consiste en sustituir el sustraendo por la diferencia
entre su redondeo y lo que le falta para éste; aplicando el
principio del contrario, la resta original se convierte en una
suma algebraica alternativa:

No es exclusiva de «grandes numeros»; es frecuente su
aparicion para calcular los hechos sustractivos basicos:

17-9=17-(10-1)=17-10+1=(17-10)+1 =7
+1=28

55-27=55-(80-3)=55-30+3=(55-30+3=25
+3=28

Las estrategias sustractivas de representacion interior
tienen los mismos fundamentos y formas que para la adi-
cion.
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Estrategias o técnicas para el célculo pensado de
sustracciones

Conteos Ascendentes (de conversion aditiva)
Descendente

Premuta previa (reduccién al contrario)

Operaciones sobre | Descomposicion Por drdenes de Descendente
partes o cantidades unidades Ascendente
no unitarias —

En partes arbitrarias

Estrategias sustractivo-aditivas

Mediante Simbdlica gréafica (de algoritmos escritos)

ﬁgﬁﬁ)ﬁentamon I De acciones sobre material manipulativo

De situaciones graficas

4.3 TECNICAS Y ESTRATEGIAS PARA LA MULTIPLICACION
1. Permuta previa

O aplicacion de la propiedad conmutativa. En general -incluso
para los hechos numéricos basicos- parecen mas sencillas
las multiplicaciones cuyo primer factor (multiplicando) es
mayor que el segundo (multiplicador), como si «redujera el
itinerario de busqueda en una tabla». La respuesta a esta
situacion tal vez se halle en la aplicacion de otras técnicas,
respecto de las cuales la permuta de operandos sea tan soélo
una fase preparatoria.

BX7=7X3=7+7+7={7,14} 21
BX8=8X6=8X(5+1)=(@BX5+8=40+8=48

4X9=9X4=9X@2X2)=(OX2)Xx2=18x2=18+
18 = 36

2. Reduccion aditiva

Entendiendo por tales estrategias que reducen las multipli-
caciones a puras sumas de factores iguales:

Recuerdan, por una parte, el conteo aditivo unidad a
unidad, tomando aqui como «unidad» la «base» del primer
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factor. Por otra, recuerda la cantilena tradicional: «ocho: por
una, es ocho; ocho: por dos, dieciséis; ocho: por tres...»,
con su apoyatura ritmico-musical. (¢, Quién podria no asegu-
rar que, una vez comprendida la «tabla», no se torna argucia
para disimular las sumas paralelas?)

8X4=8+8+8+8=1{8; 16, 24... (4 pasos)} 32
3. Estrategias de distribucién

Basadas en la propiedad distributiva de la multiplicacion
respecto de la adicion, recurren a la descomposicion aditiva
0 sustractiva de uno o ambos factores, reduciendo la opera-
cion global a sumas/sustracciones de productos mas
simples, analogos a los hechos multiplicativos basicos de
factores inferiores a la decena.

3.1 Estrategias multiplicativo-aditivas
3.1.1 Descomposicion segun ordenes de unidades

3.1.1.1 Segun ordenes descendentes. Tal vez sea la forma
mas habitual de multiplicacion mental.

Sin otro esfuerzo que velar por la permanencia de resul-
tados o valores de descomposicion en registros de memoria,
se generaliza a factores de tres cifras decimales.

La doble descomposicion, permite abordar productos
cuyos dos factores tengan varias cifras en base 10.

(Obsérvese la aplicacion sistematica de las propiedades
conmutativa y asociativa de la multiplicacion y adicion, asi
como la adicion por descomposicion.)

48X 6 =(40 +8)X6=(40X6)+(8X6)=(4X10X6) +
(8X6)=(4X6X10)+ (8X6)=(4x6)X10) + (8 +6) =
(24 X 10) + (8 X B) = 240 + (8 X 6) = 240 + 48 = 240 + 40
+8 =280 +8 =288
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8X 621 = 8 X (00 + 21) = (8 X 600) + (8 X 21) = (8 X 6 X
100) + (8 X 21) = (48 X 100) + (8 X 21) = 4800 + (8 X 21) =
4800 + (8 X (20 + 1)) = 4800 + (8 X 20) + (8 X 1) = 4800 +
(8X2x10) + (8 X 1) = 4800 + (16 X 10) + (8 X 1) = 4800
+ 160 + (8 X 1) =4800 + 100 + 60 + (8 X 1) = 4900 + 60
+(8X 1) =4960 + (8 X 1) = 4960 + 8 = 4968

36 X 54 = (30 + 6) X 54 = (30 X 54) + (6 X 54) = (3 X 10
X 54) + (6 X 54) = (3 X 54 X 10) + (6 X 54) = (3 X (50 + 4)
X 10) + (B X 54) = ((3 X 50) + (3 X 4) X 10) + (6 X 54) =
(150 + 12) X 10) + (6 X 54) = (162 X 10) + (6 X 54) = 1620
+ (6 X 54) = 1620 +(6 X (50 + 4)) = 1620 + (6 X 50) + (6
X 4) = 1620 + 300 + (6 X 4) = 1920 + (6 X 4) = 1920 +
24 = 1944

3.1.1.2 Segun drdenes ascendentes. En todo analoga a la
anterior, pero iniciando los productos por las unidades de
menor orden en el factor descompuesto:

48X6=(40 +8) X6 = (8 +40)X 6 = (8X6) + (40 X 6) =
48 + (40X 6) =48 + (4X 10X 6) = 48 + (4 X6 X 10) = 48
+ (24 X 10) = 48 + 240 = 240 + 48 = 240 + 40 + 8 = 280
+8 =288

Aunqgue suele ser mas frecuente la permuta previa:

48X6=6X48=6X(8+40)=(BX8)+(6X40) =48 +
(6X 40) = 48 + (6 X 4 X 10) = 48 + (24 X 10) = 48 + 240
= 48 + 40 + 200 = 88 + 200 = 288

3.1.2 Otras descomposiciones aditivas. La descomposicion adi-
tiva de un numero no tiene por qué seguir necesariamente la
forma polinémica decimal, correspondiente a nuestro sistema de
escritura numérica. Razones culturales o socio-profesionales
(contextuales, quizas, para el alumno) pueden hacer muy familia-
res otras descomposiciones aditivas con base distinta de 10. Es
el caso del «12», por la persistencia en el empleo de la docena:

Un uso muy extendido es el del «5», que presenta ademas
la ventaja de dar productos sin unidades del correspondien-
te orden al multiplicar por nimeros pares (terminan en «0»).
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La multiplicacion sistematica por «2» tiene origenes anti-
quisimos. Al poder descomponerse cualquier nimero en
suma de potencias de «2», basta doblar sucesivamente el
otro factor y sumar los productos convenientes -incluido
el propio factor, si el nUmero descompuesto es impar-. En la
practica, se va doblando el factor no descompuesto, a la par
que se va reduciendo el descompuesto en funcion de la
potencia sustraida, es decir, la descomposicion tendria
caracter descendente.

Estas técnicas implican un dominio sui generis de productos
particulares. Excepcion hecha de la descomposicion por el «5»,
parecen no tener predicamento didactico, salvo que -como se
ha indicado- lo aconsejen razones contextuales.

27T X4=(12+12+3)X4=(12X4) + (12X 4) + (83X 4) =
48 + 48 + (3X4) =96+ (3x4)=96+ 12 =108

8X17=8X5+5+5+2)=(8X%X5+(8Xb5 +(8xH5)+
B8Xx2)=40+40+40+(8Xx2) =120+ (8x2) =120 +
16=120+10+6 =130+ 6 =136

I9X17=9X(2Xx8) +1)=(9OXx2)x8) +((©9Ox%x1)=(18x%
8 +9=(18X2x4)+9=((18Xx2)X4)+9=(36Xx4)+
9=B6X2X2)+9=(B6X2)Xx2)+9=(72Xx2)+9=
144 + 9 = 153

O bien:

IX17 = (2X4) +1)X17 = (X4 X 17) + (1 x17) = (17
X@X4A)+17 = (17 X2) X 4) + 17 = (34 X 4) + 17 = (34 X
@X2)+17 =((34X2)X2) +17 = (B8 X 2) + 17 = 136 +
17 =136+ 10+ 7 =146 + 7 = 153

3.2 Estrategias multiplicativo-sustractivas. En las que uno
-0 ambos- de los factores se descompone segun una
diferencia. Aparece la distributividad de la multiplicacion
respecto de la resta; o, si se prefiere, en el dominio de los
numeros enteros: «el producto de un numero por el con-
trario de otro es igual al contrario del producto de dichos
nUmeros».
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Es muy frecuente que esta descomposicion responda al
«redondeo» a decenas, centenas, etc., provocadora de la
aminoracion inmediata del factor sustituido:

14X9=14X (10 -1) = (14X 10) - (14 X 1) = 140 - 14 =
140-10-4=130-4 =126

4 X189 = 4 X (190 - 1) = (4 X 190) - (><1):(4><19><
1) (4><1) (4 X (20 - 1)) X 10) - (4 X ):(4 20) - (4
~1)X10-(4X 1) =((80-4)x10) - (4x 1) = (76 X 10) -

(4><) 760 - 4 = 756

4. Estrategias basadas en la factorizacién de alguno de
los términos

Bajo el prisma estructural, resultarian paralelas a las estra-
tegias de descomposicion para la adicion o sustraccion.
Entonces, la descomposicion se efectuaba en sumandos,
ahora, en factores convenientes a los usos del sujeto-cal-
culista. Tal como alli aparecian sumas/restas, aqui pueden
involucrarse multiplicaciones/divisiones; deberian, en algu-
na forma, considerarse en el apartado siguiente, pero se
esta siguiendo una clasificacion por objetivos, no segun
itinerarios.

Toda factorizacion implica una division: una busqueda de
factores exactos. Los cocientes obtenidos -partes alicuotas-
dan nombre al procedimiento.

4.1 Factorizacion sobre el «10». El caso mas simple y de apli-
cacion general es la multiplicacion en que uno de los facto-
res es multiplo de la decena.

Basta multiplicar el «<nimero de decenas» por el otro fac-
tor, y «anadir un cero» -multiplicar por 10 el resultado- opera-
cion esta Ultima que habitualmente se realiza «visualizando» la
situacion grafico-simbdlica: «anadir un cero» o dos, si se trata
de multiplicacion por un numero entero de centenas.

40X 7 =@4X10)X7=4X(A10X7)=4X(7X10)=(4X7)
X10=28X10 =280
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4.2 Factorizacion general. Consistente en descomponer uno
0 ambos factores en otros mas simples, no necesariamente
primos. Su fundamento estructural es la propiedad asociativa
de la multiplicacion; ocasionalmente, se acude a la propie-
dad conmutativa.

BOX90 =BX10)X(9Xx10)=(BX9) X (10X 10) =54 X
100 = 5400

15X 36 =15X (4X9) = (15X 4) X9 = 60 X 9 = 540

4.3 Factorizacion por partes alicuotas. O «multiplicacion-
division». Un caso muy particular y util es aquél en que uno
de sus factores es multiplo de «5» y el otro de «2», o bien:
uno de ellos de 25, vy el otro de 4; etc.

35X8=(7TXE)X@X4)=7TXEX2)X4=7X10X4=(7
X 4) X 10 = 28 X 10 = 280

75X8=(3X25)X (4 X2)=3X(25X4)X2=3Xx100 X
2 =(3Xx2)x 100 =6 X 100 = 600

35X 56 = (7X5)X(8X7)=(5X8) X(7X7)=40X49 =
40 X (50 - 1) = (40 X 50) - (40 x 1) = (20 X 100) - 40 =
2000 - 40 = 1960

4.4 «Mitad y doble». Es un caso particular de descomposi-
cion aditiva en base «2». La obtencion mental de dobles y
mitades parece ser muy agil y segura:

27X 16 =27 X (2X8) = (27 X2) X8 =54X8 =54 X (2
X4)=(54X2)Xx4=108X4=108x2X2)=(108 X 2)
X2 =216 X2 = 432

5. Estrategias de representacion interior

Nada habria que anadir respecto de lo ya apuntado en este
terreno para la estructura aditiva, salvo ciertas situaciones a
caballo entre lo manipulativo y grafico.

Se trata del aprovechamiento del paralelismo entre el
producto de dos factores y el calculo del area de un rectan-
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gulo. La papiroflexia o la descomposicion en regiones de
un rectangulo, permiten, a su vez, reducir productos com-
plejos a sumas de otros mas simples. (Como ilustracion,
ver, p. ej.: Fernandez del Campo, 1997.)

6. Técnicas singulares

El Algebra proporciona no pocas féormulas que, aplicadas a
la descomposicion polindbmica de los numeros en base 10,
permiten una simplificacion de céalculos, hasta reducir a sen-
cillas reglas célculos que, con otras estrategias, serian sin
duda mas complejos.

6.1 Cuadrado de un numero
6.1.7 Como cuadrado de una suma. Para un nimero de dos
cifras, tendriamos que su expresion polindmica en base 10
seria: 10a+b; luego:

(10a + b)2 = 100a2 + 20ab + b2

63 X 63 =632 = (60 + 3)? = 100x36 + 10x12X3 + 9 = 3600
+ 360 + 9 = 3969

405 X 405 = 4052 = (400 + 5)?2 = 100242 + 200x4x5 + 52
= 160000 + 4000 + 25 = 164025

6.1.2 Como cuadrado de una diferencia. Muy Util, cuando la
cifra de las unidades es un 9 6 un 8:

(10a - b)2 = 10082 - 20ab + b2

39x39 = 392 = (40 - 1)2 = 100x42 - 20x4X1 + 12 = 1600 -
80 + 1 = 1521

6.1.3 Como cuadrados de numeros con 5 en las unidades.
La base 10 proporciona un hecho curioso y muy practico:

(10a + 5)2 = 100a? + 20xax5 + 52 = 100a2 + 100a + 25 =
100xax(a+1) + 25
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Que, en la practica, consiste en multiplicar la cifra o can-
tidad que indica las decenas por su inmediata superior y
posponerle «25»;

452 = 100x4x5 + 25 = 2025
pasando directamente al resultado, sin desarrollo alguno.

4056 X 405 = 4052 = 40x41X100 + 25 = 1640x100 + 25 =
164025

6.2 Como «suma por diferencia». Segun la conocida expre-
sion de «diferencia de cuadrados»:

(a+ b)X@a-b)=a?- b2
6.2.1 Producto de numeros simétricos respecto de la decena.

28 X 32 = 32 X 28 = (30 + 2)X(30 - 2) = 302 - 22 = 900 - 4
- 896

6.2.2 Producto de numeros simétricos respecto de otro con
5 en las unidades. Es el caso de 42x48, 37x33, 81x89, etc.
Con un curioso resultado:

(10a+ 5+ b)X(10a+ 5 -b) = (10a + 5)2 - b2 = ax(a+1)X100
+ 25 - b2 =ax(@+1)X100 + (5 + b)x(5 - b)

La situacion es analoga a la de cuadrados de numeros
con «5» en las unidades, y del que pasaria a ser un caso par-
ticular. Queda como regla sencilla de aplicar, farragosa de
expresar:

El producto de dos numeros de iguales decenas y unidades
simétricas respecto de 5 se obtiene multiplicando la cifra de
las decenas por la inmediata superior, y adjuntandole el pro-
ducto de las unidades de ambos:

42 X 48 = 4X(4+1)x100 + 16 = 2016

89 X 81 = 8X(8+1)x100 + 9 = 7209
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Técnicas y estrategias para el célculo pensado de
multiplicaciones

Permuta previa (aplicacion de la propiedad conmutativa)
Conversion aditiva

Estrategias de Multiplicativo- Descomposicion | Descendentes
distribucion aditivas segun ordenes
de unidades Ascendentes

Otras descomposiciones aditivas

Multiplicativo-sustractivas

Estrategias de Factorizacién sobre el 10
factorizacion Factorizacién general
Por partes alicuotas (o multiplicacion-division)
Mitad y doble
Mediante Simbodlica grafica (de algoritmos escritos)
irr?tﬁ)err(iac??madén De acciones sobre material manipulativo

De situaciones gréaficas

Técnicas singulares | Cuadrado de un | Como cuadrado de una suma
nuamero

Como cuadrado de una diferencia

Cuadrados de nimeros con 5 en las unidades

Como suma por Numeros simétricos respecto de la decena
diferencia

Numeros simétricos respecto de otro con 5 en
las unidades

4.4 TECNICAS Y ESTRATEGIAS PARA LA DIVISION

A efectos de calculo mental, el caracter inverso de la division
respecto de la multiplicaciéon en la estructura multiplicativa
muestra No pocas semejanzas con analoga simetria entre
adicion y sustraccion en la estructura aditiva. De hecho, existe
un mayor paralelismo entre sustraccion y division que entre
ésta y multiplicacion.

Los «recuentos» 0 «conteos» de la sustraccion, se trans-
forman aqui como ascensos o0 descensos con pasos de
amplitud marcada por el divisor.

1. Estrategia aditivo-multiplicativa

Por alcance. O de ascenso por multiplos. Como sucedia
para la sustraccion, el resultado -cociente por defecto, en
este caso- viene dado por «el nimero de pasos» pPrecisos
para alcanzar el dividendo.
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Si se advierte que el cociente supera la decena, el trayecto
puede acortarse.

73 +9=1{9; 18, 27..., (8 pasos)} 72

68 + 13 = {13; 26, 39..., (5 pasos)} 65

150 + 12 = {120; (10 pasos), 132..., (12 pasos)} 144
2. Estrategia sustractiva o «por reduccion»

Con anélogo proceso al anterior, pero tomando como
punto de partida el dividendo. También hay lugar para los
«atajos»:

53 + 9 = {53; 44, 35..., (5 pasos)} 8
140 + 12 = {140 - 120 = 20; (10 pasos), 18, (11 pasos)} 2
3. Estrategias de distribucion del dividendo

Como aplicacion de la propiedad distributiva de una suma
—resta- respecto de la multiplicacion/division.

3.1 Distributivo-aditivas

3.1.1 Segun ordenes descendentes de unidades. Los
«restos parciales» para cada grupo de unidades en que se
descomponga el dividendo, dan lugar a su vez a diversidad
de estrategias.

Obsérvese que no se trata de una simple reproduccion
del algoritmo escrito usual, sino de un verdadero calculo glo-
bal. Su interrupcion proporcionaria, cuanto menos, una
aproximacion del resultado; algo que viene dandose en la
inmensa mayoria de las técnicas analizadas para cada ope-
racion.

97 +3=90+7)+3=0Q0+3)+(7+3) =30+ (7 +3) =
30+42+(1+3)=32+(1=+3
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138 +4=(1830+8) +4=(130+4)+(8+4) =30+ (10
+4)+B8+4)=30+((10+8)+4) =30+ (18 +4)=30
+4+(2+4)=834+(2<+4)

138 + 4 = (100 + 38) = 4 = (100 + 4) + (38 = 4) = 25 +
(38:4)=25+9+(2=4)=34+ (2 +4)

3.1.2 Segun otras descomposiciones. En las que suele
acudirse a multiplos evidentes del divisor como sumandos
O sustraendos del dividendo:
97 +3=B0+30+30+7)+3=(380+3)+ (30 +3) +
B0+3)+(7+3)=10+10+10+ (7 +3)=30+2 + (1
+3 =32+ (1=+23)

138+4=080+40+10+8)+4=80+4)+(40+4)+(18
+4)=20+10+(18+4)=30+4+(2+4)=34+2+ 4

3.2 Distributivo-sustractivas

97 +3=(100-3)+3=(100+3)-(3+3) =33+ (1+73)
-1=3832+(1=+3)

4. Factorizaciones

4.1 Factorizar el dividendo. Aplicable en muy pocos casos,
pero eficaz:

300+ 4=(100X3)+4=(100+4)X3=25x3=75

500 -+ 18 = (100 x5) + 18 = (100 - 18) X5 =(5 + (10 =
18)) x5 =25+ (60 + 18) = 27 + (14 + 18)

4.2 Factorizar el divisor. Estas estrategias se basan en la pro-
piedad:

c+@xb)y=(c+a=+b
O, también, como estrategia de simplificacion:

c+d=(Cc'Xa+d+a=c +d
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proceso que continla, hasta poder efectuar la division por la
técnica mas conveniente. En cualquier caso, exige un cierto
conocimiento de los «criterios de divisibilidad», y su compro-
bacion previa en dividendo y divisor:

4.2.1 Factorizacion ordinaria

138 +12=138+3x4)=(188+3)+4=46+4=11+
(2 +4)

El resto queda enmascarado, estrictamente, seria:

138 +12=11+ (6 + 12

Pero lo que interesa es, principalmente, el cociente.
4.2.2 Por «partes alicuotas». Con referencia a la propiedad:

c+td=(c+a)+(d=+a)

Que va reduciendo paulatinamente el tamarno de dividendo
y divisor. Pero también cabe la forma:

c+d=(cXa)+(dxa)
que, aunque aumenta el tamano absoluto de dividendo y
divisor, manteniendo intacto el cociente, puede conducir a un
divisor mas coémodo.

4.2.2.1 Por division-multiplicacion

250 +75=(250 + (75 +3) +3=(250+25)+3=10+3
=3+ ..

4.2.2.2 Por multiplicacion-division.
275 +25=(275X4) + (25X 4) =1100 + 100 = 11
5. Recurso a representaciones interiores

Dandose, casi exclusivamente, la representacion de la
expresion grafico-simbdlica, referente a un «algoritmo escrito
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reducido», y ello, para el caso de «divisor habitual» (p. €j.: de
una cifra):

439 =+ 7 =6. + 19+7 =62 + 5+7

1492 + 11 =1... + 392+11 =13... + 62+11 =135 + 7+11

Que podrian prolongarse, aproximando el cociente -eso
si- mediante decimales. No es infrecuente que se transfor-
men reciprocamente en la «estrategia distributivo-aditiva en
ordenes descendentes de unidades» (tipo 3.1.1.1).

Técnicas y estrategias para el calculo pensado de divisiones

Aditivo-multiplicativas | Aditiva pura
{0 Por aicance) Muttiplicativo-aditiva
Sustractivo- Sustractiva pura

multiplicativas
(o Por reduccion)

Multiplicativo-sustractiva

Estrategias de Distributivo- Segun ordenes descendentes de unidades
distribucion del aditivas 3 — "
dividendo Segun otras descomposiciones aditivas
Distributivo-sustractivas
Factorizaciones Del dividendo
Del divisor Ordinaria

Por divisién-multiplicacion

Por multiplicacion-division

Recurso a representaciones interiores

4.5 TECNICAS Y ESTRATEGIAS PARA EL CALCULO DE
POTENCIAS

Los cuadrados se consideran como «productos de un
numero por si mismo», reduciéndose a las estrategias de la
multiplicacion; en especial, los productos notables o formulas
singulares, ofrecidos en los tipos del grupo 6. Las potencias
superiores se basan en la aplicacion de las propiedades de
la potenciacion; muy raras veces, como producto reiterado:
casi exclusivamente para el calculo de cubos.

1. Producto reiterado de la base

6° = BX6X6 = (BX6)X6 = 36X6 = (30+6)X6 = 30X6 + 6X6 =
180+36 = 180+(30+6) = 210+6 = 216
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2. Descomposiciéon del exponente. Segun su tamafno y
estructura

2.1 Aditiva:

35 = 332 = (BIYX(3?) = 27%9 = (20+7)X9 = (20X9)+(7X9) =
180+63 = 180+60+3 = 240+3

2.2 Por factorizacion:

28 = D42 = (242 = 162 = 16X(10+6) = (16x10)+(16x6) =
160+96 = 160+90+6 = 250+6 = 256

55 = 526 = (52)8 = 253 = 25x25X25 = (25x25)X25 = 625X25
= 625x100/4 = 62500/4 = 15625

Como es evidente, en éstas y las que siguen, sera preciso
involucrar técnicas propias de la multiplicacion.

2.3 Sustractiva. Muy Uutil, cuando se tiene automatizado
algun resultado notable o recién obtenido:

29 = 2101 = (210)/(27) = 1024/2 = 1000/2 + 24/2 = 500+12
= 512

3. Descomposicion de la base
3.1 Por factorizacion:
123 = (4x3)° = (49)X(3%) = 64X27 = B4X(IX3) = (64X9)X3

(BO+4)X9X3 = (540+36)x3 = 576x3 (500+70+6)X3
15004210418 = 710+18 = 728

3.2 Descomposicion en cociente.

156% = (B0/2)8° = (B0%/(2°%) = (BX10)¥/(2°) = (3°X108)/(29)
27x1000/(2°%) = 27X1000/8 = 27000/8 = 3375
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Técnicas y estrategias para el célculo pensado de potencias

Producto reiterado de la base
Descomposicion del | Aditiva
exponente Por factorizacion
Sustractiva

Descomposicion de | Factorizacion
la base

Descomposicién en cociente

4.6 TECNICAS Y ESTRATEGIAS PARA EL CALCULO DE RAICES

Para el célculo de raices, ya sean cuadradas o cubicas, suele
acudirse a técnicas por alcance del radicando:

V652 = V400+... = V625+... = 25+... < 26 = /676

En casos casi excepcionales, pueden ser aplicables pro-
piedades de la radicacion:

V3600 = V100xV36 = V100xV36 = 10x6 = 60

V576 = Vox64 = VOx\V64 = 3x8 = 24

Siendo entonces imprescindible tener automatizados los
cuadrados perfectos, dominar las técnicas de descomposi-
cion multiplicativa y, en especial, la aplicacion de los criterios
de divisibilidad.

Técnicas y estrategias para el célculo pensado de raices

Por alcance
Descomposicién del | Factorizacion
radicando Descomposicion en cociente

La obligada «inexactitud» en la mayoria de divisiones entre
numeros naturales y la complejidad en la multiplicacion con
factores con decimales o de tamano considerable, nos lleva,
de la mano del calculo mental, a la necesidad de abrirse a
nuevos horizontes.
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5. ESTIMAR, APROXIMAR
5.1 Consideraciones generales

El calculo mental o pensado tiene mas aplicaciones que la
respuesta exacta a una operacion precisa. Conviene no olvi-
dar su version «imperfecta»: la estimacién.

La fama de las matematicas como ciencia exacta no jus-
tifica prescindir de aquello que es util en la vida diaria y
que, ademas, hace reflexionar sobre las propiedades de
los niimeros’

Estimar», en matematicas, significa valorar una opera-
cion o una medida en funcion de las circunstancias de
quien emite el juicio. «Lo que caracteriza la estimacion
es que quien hace la valoracion ha de tener alguna
informacion sobre la situacion, el resultado no es nece-
sario que sea exacto y el calculo se hace mentalmente
(con lo que esto implica, es decir, numeros sencillos y
célculo rapido)?.

Pueden distinguirse dos aspectos aritmeéticos:

a) Obtencion del numero como recuento 0 medida, sin
otra operacion que la de comparar -medir-, conocida
como estimacién propiamente dicha.

La estrategia esencial para la estimacion asi entendida
es la combinatoria de representaciones interiores, con
presencia o no de referentes fisicos. Aunque también
cabe la estimacion como puro juicio logico-deductivo,
por comparacion numeérica y juicio de posibilidad real;
pero esto supone un cierto calculo aritmético, efectuar
alguna operacion.

b) Obtencion de un numero como resultado de una ope-
racion aritmética a partir de datos analogos a los suminis-

1 Alsina y otros (1996: op. Cit., pag. 114
2 Alsina y otros (1996): op. Cit., pag. 105
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trados, pero conservando la operacion. Conocida tam-
bién por aproximacion o calculo aproximado.

Aqui, estamos ante un auténtico calculo aritmeético pensa-
do, pero con decisiones previas: sustitucion de los datos origi-
nales por otros mas sencillos, juicio de adecuacion para estos
nuevos datos v juicio de validez del procedimiento global.

En ambos casos:

—Como procedimiento, conveniente cuando las cantida-
des son grandes o complejas, aporta claridad y compren-
sibilidad a la situacion.

—Instrumento de control para el calculo exacto; sea éste
mental, escrito o por calculadora u otro dispositivo. Ya
que anticipa margenes de validez para el resultado obte-
nido por dicha via.

—Ejercita estrategias de gran importancia en la aritmética
y en el trabajo con la medida de magnitudesS.

—Contribuye a la formacion matematica y, al mismo
tiempo, facilita el uso de la matematica en las situacio-
nes cotidianas.

Muchas veces nos quejamos de que el alumnado da res-
puestas absurdas a problemas, calculos o medidas. La
habilidad para hacer estimaciones y el contraste entre el
valor estimado y el valor calculado hace desarrollar lo que
llamamos sentido comun»®.

Como aplicacion especifica del calculo mental, el célculo
estimativo o aproximado se enfrenta con los mismos incon-
venientes que aquél. Incluso algun otro adicional:

3 Castro, Encarnacion, Rico L. y Castro Enrique (1996): Nimeros y ope-
raciones (Fundamentos para una Aritmética escolar). Ed. Sintesis,
Madrid. Pag. 91.
;‘A/s/na y otros (1996): op. Cit., pag. 105)

lbid
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a) Creencias contrarias. Tanto profesores como alumnos
-la «gente corriente», en general- tienden a identificar «lo
matematico» con «lo exacto». En consecuencia, no es
de extranar una cierta repugnancia en partir de /o apro-
ximado para llegar también a /o aproximado: ies acep-
table, «a priori», un error en matematicas?; ;de qué
dimensiones?

b) Asi pues, el calculo aproximado debera vencer, de ordi-
nario, la creencia en tal identificacion a ultranza.

c) Mayores dificultades de evaluacion. A la hora de
intentarla, se complica aun mas: incluso la respuesta en
resultado numeérico no es objetiva. Existen «grados de
aproximacion», segun el sujeto que efectle el célculo y
las necesidades de la situacion concreta. A menos que
se complejice tal evaluacion, tomando en cuenta el error
relativo, «todas las respuestas -en un cierto grado- son
validas». Pero «algunas mas que otras»: precisamente el
juicio acerca del «grado de validez» o «adecuacion situa-
cional» es uno de los objetivos educativos que se persi-
gue con esta practica.

5.2 Técnicas y estrategia

El calculo aproximado, en cuanto célculo, se sirve de las
mismas estrategias y técnicas que el calculo pensado,
del cual es tributario. Pero en los actos de sustitucion de
los datos, y validacion del resultado cuenta con técnicas
propias:

1°) Técnicas de «sustitucion aproximativa de los datos»

a)

Truncamiento o «redondeo inferior». Por la que un nimero

pierde las unidades, reduciéndose a sus decenas:

43 = 40
67 =60

174 =170



ESTIMAR, APROXIMAR 83

y aun a sus centenas:
174 =100
315 =300
b) Redondeo superior. Andloga a la anterior, pero anadiendo

cuantas unidades sean precisas para alcanzar la decena o
centena superior:

43 =50
67 =70
174 =180

0 a las centenas:
174 = 200
315 = 400.

c) Redondeo equilibrado o simple. La técnica mas usual,
sustituye el numero por aquél formado solo por decenas
-resp.: centenas- mas proximo, complementando o retirando
unidades: 43 = 40, 67 = 70, 174 = 170; o, en centenas:

174 = 200
315 =300

Esta sustitucion puede efectuarse sobre uno solo de los
datos -lo que ya simplificaria un tanto el célculo posterior- o
sobre ambos. En este segundo caso, la sustitucion puede
hacerse independientemente para cada uno de ellos, apli-
cando la técnica que parezca mas conveniente o conside-
rando ambos en conjunto.

d) Complementacion. Afecta a ambos operandos, aplicando
uno u otro redondeo a cada uno de ellos, segun juicio de
conveniencia relativo a la operacion.
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43 + 174 = 40 + 180
43 X 174 = 40 X 170.

En todos los casos, el calculo mental con decenas (resp.:
centenas) se reduce a operandos inferiores en una cifra a los
datos:

40 + 180 = (4 + 18) X 10
40 X 170 = (4 X 17) X 100.

Cabe también que el redondeo se realice respecto del
multiplo de 5, 50 o 500 mas proximo; sobre todo, si se
dominan los calculos con operandos de este tipo. Como
serian:

43 +174=45+175=4 +17)x 10+ 10
43X 162 =45x160=9X5X 160 =9 X 800
2°) Técnicas de aproximacion del resultado obtenido

La conciencia de haber «falseado los datos» por conve-
niencia del célculo mental, puede invitar a «corregir» el
resultado asi obtenido, incrementandolo o reduciéndolo en
funcion de los datos primitivos y sustituidos, y del caracter
de la operacion.

Tal revision -de producirse- supone un conocimiento en
profundidad de los efectos de cada operacion, en funcion a
su vez de las caracteristicas de los datos. Y, aun producién-
dose internamente, no tiene por qué reflejarse en una modi-
ficacion del resultado.

El proceso puede reducirse a un simple redondeo o modi-
ficacion; pero puede que invite a retocar las sustituciones de
los datos y prolongarse con una operacion complementaria,
0 a ambas cosas a la vez.
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Técnicas especificas del calculo aproximado

Sustitucion de datos

Simple
(o independiente)

Redondeo a la
decena

Truncamiento (rde.
inferior, por defecto)

Superior (por exceso)

Equilibrado (ordinario)

Redondeo a multiplo de 5

complementaria)

Descomposicion
Otros
Doble Doble truncamiento
Redondeos Doble redondeo
superior
Doble redondeo
equlibrado
Doble redondeo al
multiplo de 5
Mixtos
Complementacion
Otros
Revision del Revision simple (sin | Aditiva (o de complementacion)
resultado mediar operacion

Sustractiva (o reductiva)

Revision mediante
operacion
complementaria)

Revisando los datos y rehaciendo la
operacion

Mediante operacion parcial con
complementacion de datos

Mixta

Técnicas especificas del calculo aproximado
Sustitucion de datos

Simple
(o independiente)

Redondeo a la
decena

Truncamiento (redondeo. inferior, por
defecto)

Superior (por exceso)

Equilibrado (ordinario)

Redondeo a multiplo de 5

Otros

Doble

Doble truncamiento

Redondeos Doble redondeo superior
Doble redondeo equlibrado
Doble redondeo al multiplo de 5
Mixtos
Complementacion

Otros
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Aproximacion por revision del resultado

Revision simple (sin mediar
operacion complementaria

Aditiva (o de complementacion)

Sustractiva (o reductiva)

Revision mediante
operacion complementaria)

Revisando los datos y rehaciendo la operacion

Mediante operacion parcial con complementacion
de datos

Mixta
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6. GRADACION Y PREVISIONES CURRICULARES
6.1 Principios didacticos

Desde el aprendizaje inicial del «1+1=2», «2+1=3»... hasta
llegar a las respuestas inmediatas «83Xx87=7221»,
«125x36=4.500» 0 «456+32=14,25», hay un trecho...

Salvo muy raras excepciones, el célculo mental o pensa-
do no surge de forma espontanea, ni se aprende inmediata-
mente. Es fruto de la practica, la manipulacion numérica
sistematica, el razonamiento. Como todo proceso de apren-
dizaje, debe concebirse como un crescendo, en el que -es
de esperar- el alumno progrese, casi insensiblemente, si el
itinerario y las situaciones respetan los principios de un
«buen hacer didactico».

Estos principios guardarian relacion con los condicionantes
apuntados en el Capitulo 3.

Adecuacion al «nivel madurativo» en las aptitudes de
atencion, concentracion mental y recursos de memoria

Cierto que -como se indico en el Capitulo 2- el propio ejer-
cicio del calculo pensado puede contribuir al desarrollo de
estas capacidades. Pero el soporte positivo que suponen
unas, vy el estimulo que implica el otro, deben mantenerse en
la «zona de desarrollo potencial» de la que habla Vygotsky.
Es decir: provocar el desarrollo de estas capacidades, for-
zando suavemente a su ejercitacion, pero sin dar lugar al
desaliento, por reiteracion de fracasos.

Asimilacion previa del concepto matematico de referencia
para la operacion formal planteada en la situacion
problematica (0 como situacion, ella misma)

De otro modo, se reduciria el calculo mental a un esque-
ma estimulo-respuesta (E-R), negador del razonamiento y
generacion y eleccion conscientes de estrategias. Se me
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antoja «absurdo» ejercitarse en el calculo -mental, escrito o
por calculadora- de multiplicaciones abstractas sin poseer
una minima idea antecedente del «significado real de la ope-
racion de multiplicar»: el calculo esta al servicio de la resolu-
cion de problemas, debiendo situarse ésta por encima del
valor del célculo en si mismo.

Podria admitirse un simple nexo de automatismo para los
conteos y hechos numéricos elementales («tablas de opera-
ciones»). Pero las técnicas de calculo mental que implican la
aplicacion de propiedades estructurales exigen su compren-
sion, por imperfecta y tambaleante que ésta sea.

En consecuencia: una técnica de calculo mental no puede
anticiparse a la comprension conceptual, aunque ésta sea
«intuitiva» (desde luego: «no formalizada», en los niveles ele-
mentales de ensefanza). Si bien cabe esperar que la aplica-
cion reiterada de la técnica contribuira a la sedimentacion y
engarce estructural de dicho concepto o propiedad, sobre
todo «si le sigue inmediatamente en el tiempo».

Dominio de la estructura numérica (aritmética) de los ope-
randos y sus representaciones en los diferentes lenguajes.

Y ello, cualquiera que sea la estructura del lenguaje «pre-
ferida por el calculista.

Por ejemplo: para el «16», cabria pensar en estructuras
numericas del tipo:

16 = 10+6, 6+10, 15+1, 1+15, 8+8, 8x2, 2X8, 4x4, 20-4,
10+5+1, 80+5...

Conocer -dominar, mas bien- sélo alguna o algunas de
ellas, condicionaria las técnicas a emplear en una situacion
calculatoria determinada. Disponer -»representarselas»- de
forma agil de todas o muchas de ellas, permite elegir mas
facilmente la mas explotable en la situacion».

Analogamente: el operando «1,25» puede parecer mons-
truoso para un ejercicio escolar de calculo mental, aun en
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Secundaria. Muy otra es la opinidn, si se ha considerado y
manejado con anterioridad como

1,25 = 5+4 = 108 = 125+100 = 0,255 = 1+0,25 =
1+ = ...

Como es evidente, sdlo se estan analizando ahora «repre-
sentaciones» relativas a la expresion escrita. La experiencia
manipulativa y el contexto cultural pueden ofrecer estructuras
muy distintas para estos dos ejemplos.

Me atreveria a decir que el lector no habituado al calculo
mental apenas si penso tan solo en «16 = 10+6» y «1'25 =
...» ¢A qué fue debido? A la fuerza del contexto escrito, a
influencias de la verbalizacion (aunque fuera no consciente;
en castellano: «diez-y-seis») y -ojala no fuera asi- a una
escasa «manipulacion de la estructura numérica» de esas
cantidades.

Por consiguiente:

Practica del calculo mental inverso o regresivo

Entendiendo por tal las descomposiciones estructurales
de los numeros, tal como se muestra en los ejemplos de mas
arriba.

Es decir: no basta con agilizar las respuestas a situacio-
nes del tipo: «2x8», «25-9», «80/5»...; SIN0 que, en prevision
de su aplicabilidad ulterior, y a medida que se introducen
operaciones y propiedades, deben reclamarse respuestas
agiles y extensas a cuestiones como: «;de cuantas formas
puede obtenerse 16 como resultado?...»

Ademas las respuestas a esta clase de ejercicios pueden
mostrar el «<horizonte en el tamano de los operandos» abar-
cado por el alumno-calculista, escenario de partida para
situaciones mas complejas.
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Involucrar y respetar el orden de introduccion de las
operaciones y campos NUMEricos previstos en el
curriculum para los operandos y el resultado

Este principio determinara, en buena medida, los ejerci-
cios y situaciones problematicas a proponer, y permitira cali-
ficarlos como «apropiados» 0 «inapropiados».

Adviértase que se habla de «dominio numérico», no tanto
de «rango» 0 «tamano» de los «operandos». LOS excesos
reiterados pueden provocar desalientos; los puntuales, cual
desafio, excitan a la superacion y ensayo de nuevas técnicas.

Tendencia a la diversificacion de estrategias y fomento
de la investigacion personal de técnicas particulares

Principalmente, como aplicacion de las propiedades
estructurales de cada «operacion». Y, siempre, siguiendo
inmediatamente a su conocimiento.

Atencion -exigencia- a las cualidades de exactitud,
agilidad 'y seguridad

Como es evidente: exactitud, si es éste el objetivo. Si lo
fueran la aproximacion o la estimacion, se guiarian por una
tendencia decreciente en el error. Hecha esta salvedad:

—La exactitud debe ser una exigencia irrenunciable.

—La agilidad o rapidez en la respuesta, una conveniencia
a alentar y aun exigir progresivamente.

—La seqguridad subjetiva -absoluta o relativa, tan dificil de
evaluar-, un fruto esperable del éxito continuado.

Estas tres cualidades tienen una fuente comun: el éxito
reiterado, provocado por el planteamiento de situaciones
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problematicas suficientemente sencillas. Pero sin ceder a la
autocomplacencia estéril: alcanzado un cierto nivel de satis-
faccion, se reanuda la marcha con mas arduas tareas, sobre
todo, incrementando el tamano y numero de «operandos» y
«resultado».

Atencion a las variables en la forma de presentacion
de la situacion y de respuesta

Como se indicaba pormenorizadamente en el Capitulo 2,
las dificultades de vision pueden distorsionar la evaluacion
del calculo mental, alterando por tanto el ritmo de progreso
en la complejidad de las situaciones a proponer. Desde el
punto de vista didactico y motivacional, me atreveria a mas:
los estudiantes ciegos y deficientes visuales se muestran
mas apreciativos y capacitados para las situaciones presen-
tadas en forma oral y que exigen, a su vez, una respuesta
oral. Por otra parte, es ésta la formula mas comoda y forma-
tiva de ejercicio en el aula, favoreciendo las competiciones y
la participacion y contraste subjetivos generalizados.
Razones mas que suficientes para hacerla preferible, aunque
deberan practicarse todas las demas, siempre que ello sea
posible (recuérdese lo comentado a propdsito de los progra-
mas informaticos).

Atencion al caracter de la situacion (exclusivamente
numeérica, o problematica)

Entendiendo que la complejidad operatoria en situaciones
abstractas (exclusivamente numeéricas, con independencia
de la forma de presentacion) debera ser superior a las con-
tenidas o provocadas por la resolucion por calculo mental de
situaciones problematicas. A las primeras se refieren exclusi-
vamente el panel de Objetivos y Ejercicios que se ofrecen en
estas paginas para cada nivel educativo; aunque una forma-
cion adecuada deba combinarse con practicas oportunas en
las segundas, siguiéndolas inmediatamente en nivel de difi-
cultad.
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6.2 Previsiones curriculares

El calculo mental puede y «debe» formar parte del quehacer
cotidiano de aula.

De hecho, lo esta: cualquier gjercicio calculatorio implica
calculo mental. Salvo que «se abandonen completamente»
los célculos a la calculadora en cuanto haya un movimiento
de «comprobacion» o «control» de cualquier tipo, se exige
Célculo Mental. El recurso a soportes materiales o graficos,
dificimente se reduce a «simple conteo» muy pronto apare-
cen agrupaciones y operaciones parciales de caracter exclu-
sivamente mental, o se prescinde del soporte y se actua
sobre su «representacion interior».

Se formula aqui un itinerario de objetivos y contenidos
propios para el calculo mental, paralelo en buena medida a
los previstos en aritmética con caracter general por las nor-
mas vigentes en Espana.

En los cuadros que siguen se indican tan solo las «des-
trezas-objetivo finales para cada ciclo». En los ejercicios de
referencia ofrecidos en el apartado siguiente se sefala un
verdadero itinerario o gradacion de destrezas intermedias.
Educacion infantil

Las referencias a calculo aritmético, como tal, son muy
escasas. Casi podria decirse que Unica:

«Efectuar sumas y restas de una unidad (hasta 10) para la
realizacion de problemas sencillos.»

Pero no deben olvidarse los conteos verbales que supo-
nen un calculo aditivo o sustractivo encubierto:

uno, (1+1=) dos, (2+1=) tres...
cinco, (5-1=) cuatro, (4-1=) tres...

Sobre todo si el aprendizaje de la serie numérica natural
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se lleva a cabo a partir de situaciones manipulativas o gra-
ficas de caracter problematico, no exclusivamente simbdlico
(que lo reducirian a la adquisicion de una mera destreza
lecto-escritora). Calculo mental subyacente que puede
tener como soporte no importa qué tipo de representacion
interior.

Por esta razon, los conteos ascendentes y descendentes
se incluyen como objetivo y contenido propios de esta
etapa en su nivel terminal, pudiendo iniciarse en cualquier
momento.

Educacion Infantil. Destrezas/Obijetivo

Conteos Ascendentes (hasta 31)

Descendentes (desde 30)
Sumas De dos sumandos, con resultado menor que 10
Descomposiciones aditivas En dos sumandos, de nimeros menores que 10
Restas Términos menores que 10
Descomposiciones sustractivas En dos términos, de nimeros menores que 10

Educacion primaria

Es la etapa propicia para practicar los calculos mentales y
adquirir sus automatismos basicos y despertar el interés por
estrategias que lo potencian.

El primer objetivo ha de ser, indudablemente, el dominio
de los hechos numeéricos basicos; mas conocidos como
tablas de operaciones. En realidad, se reducen a la adicion y
multiplicacion, ya que resta y division exacta son su formula-
cion inversa; en términos de calculo mental, expresion del
auténtico dominio de aquéllas. Paralelamente, la explicita-
cion de «descomposiciones», que serviran de base a los
algoritmos o estrategias de calculo mental con cantidades
mayores.

La realizacion de calculos mentales mas alla de esos limi-
tes -operaciones con un operando de dos cifras, por ejem-
plo- seran, precisamente, un excelente control de haber
superado la fase de simple automatizacion, para adentrarse
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en terrenos de calculo pensado y «mejor comprension de la
estructura de esa operacion», aunque pudiera permanecer
ligada a su representacion decimal escrita, e incluso depen-
der de ella.

Pero la mayoria de las estrategias aritméticas se apo-
yan en la «descomposicion decimal de los operandos»
segun unidades de diferente orden; v. gr.. 35=30+5,
123=100+20+3, etc. Conviene, por tanto, no excluir de las
actividades de calculo mental este tipo de descomposicio-
nes aditivas y subrayado del reconocimiento de ordenes de
unidades, ya desde el Primer Ciclo (desde el momento
Mismo en que empiecen a manejarse habitualmente cantida-
des de dos cifras).

En el Segundo Ciclo, conforme con el curriculo oficial, se
proponen estimaciones» y calculos aproximados, tan Utiles
para resolver situaciones cotidianas como para control de
calculos por otros medios.

Entre los objetivos propuestos oficialmente para esta
etapa, apenas si existe referencia indirecta al calculo mental,
exacto o de estimacion:

“Resolver y plantear problemas matematicos utilizando los
procedimientos adecuados de calculo, medida, estima-
cion y comprobacion de resultados.” (Objetivo 4)

Sera para cada ciclo donde se presente una «cierta con-
crecion» en los «Criterios de Evaluacion» (conocimientos y
destrezas minimos); pero sin determinar destrezas-objetivo.

No debe extranar que los objetivos y actividades que
aqui se proponen excedan los apenas indicados en el curri-
culo oficial. La justificacion se encuentra en la propia entra-
Aa de estas paginas: el calculo mental es de suma utilidad
para el estudiante ciego o deficiente visual. No nos confor-
memaos, pues, con los minimos exigibles para la generali-
dad de los alumnos: propongamosles actividades que, en
alguna medida, les estimule -incluso fuerce- a progresar
por esta via.
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Fieles al propdsito de abarcar por calculo pensado las
operaciones que se realizan de ordinario en la clase y tareas
matematicas -dentro de limites razonables- es natural exten-
derlo a dominios raramente considerados: fracciones enteras,
decimales, potenciacion y radicacion.

Primer Ciclo

En el curriculo oficial se encuentran escasas referencias
directas:

“Conocer vy utilizar las parejas de numeros cuya suma
sea un numero menor o igual a diez.” (Criterio de eva-
luacion 2).

“Conocer los productos de los factores que forman las
tablas de multiplicar de los nimeros: 1, 2, 5y 10.” (Criterio
de evaluacion 4).

“Calcular mentalmente el doble de un numero de dos
cifras significativas menores que cinco y la mitad de un
numero de dos cifras pares, distintas de cero. Ademas,
realizar mentalmente calculos de sumas y restas que no
impliquen cambio de unidad en el Sistema de Numeracion
Decimal.” (Criterio de evaluacion 5).

E, indirectamente, en otros Contenidos y Criterios de
Evaluacion (el subrayado es nuestro):

“Los numeros naturales. Relaciones de orden. El Sistema
de Numeracion Decimal: cifras y «valor posicional de las
cifras».” (Contenido 1).

“Operaciones con numeros naturales: adicion y sustrac-
cion. «Estimacion». «Automatizacion de las operaciones».
Concepto intuitivo de multiplicacion. «Iniciacion a las
tablas de multiplicar».” (Contenido 2).

“Calcular sumas y restas, comprobando el resultado
obtenido con «estimacion logica».” (Criterio de evalua-
cion 3).
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Nuestra propuesta, concretada en objetivos de destrezas
operatorias de céalculo mental, seria:

Educacion Primaria, Primer Ciclo. Destrezas/Objetivo.

Conteos

Ascendentes

Descendentes

Reconocimiento de érdenes de unidades

En cantidades de hasta tres cifras

Sumas

De dos sumandos, ambos de dos cifras, con
resultado menor que 100

De tres sumandos, con resultado menor que
100

De dos sumandos, uno de ellos mayor que
100, pero sin cambio de centena

Descomposiciones aditivas

Segun o6rdenes de unidades

De cantidedes de dos cifras, en tres sumandos

Restas

Entre cantidades de dos cifras

Descomposiciones sustractivas

En tres términos, de cantidades menores que
100

En dos términos, de cantidades de tres cifras

Multiplicaciones

Tabla de multiplicar del 1, del 2, del 5, y del 10

De una cantidad de dos cifras por 2 (y vice-
versa), con resultado menor que 100 y sin
que implique conversion de unidades

jdem por 10

Descomposiciones multiplicativas

Inversas de las prestaciones en la «porcion
de tabla de multiplicar» construida

De cantidades de tres cifras multiplos de 10,
en dos factores

Divisiones

Correspondientes a la «porcion de tabla de
multiplicar» construida

Segundo Ciclo

De nuevo, la referencia explicita al calculo mental es bien

restringida y general:

“Realizar mentalmente calculos sencillos sobre las cuatro
operaciones.” (Criterio de Evaluacion 3).

Indirectamente, pueden concluirse otros aspectos analiticos

y estimativos:

“l. Aritmética y medida. 1. Los numeros naturales.
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Relaciones de orden. El Sistema de Numeracion Decimal.
Cifras. Valor posicional de las cifras. Equivalencias.”
(Contenido 1).

“Operaciones con numeros naturales: adicion, sustrac-
cion, multiplicacion y division. Estimacion. Automatizacion
de los algoritmos.” (Contenido 2).

“Leer, escribir y ordenar numeros naturales de hasta seis
cifras, indicando el valor posicional de sus cifras.” (Criterio
de Evaluacion 1).

“Calcular sumas, restas y multiplicaciones, y dividir un
numero de hasta seis cifras por otro numero de una
cifra, comprobando el resultado obtenido con estima-
cion logica y aproximacion matematica.” (Criterio de
Evaluacion 2).

Como propuesta en términos de objetivos de destrezas
operatorias, enunciamos:

Educacion Primaria, Segundo Ciclo. Destrezas/Obijetivo.

Reconocimiento de érdenes de unidades | En cantidades enteras de hasta seis cifras

En cantidades con hasta dos cifras decimales

Conversion de unidades, desde unidades de
millar hasta centésimas

Construccion de cantidades enteras de tres
cifras

Sumas Sucesiones crecientes de diferencia entera
menor que 10

De dos sumandos de hasta tres cifras, con
resultado menor que 1.000

De tres sumandos, cada uno de ellos menor
que 100

Descomposiciones aditivas Segun ordenes de unidades enteras, y parte
decimal

De cantidades enteras de tres cifras, en tres
sumandos

Restas Sucesiones decrecientes de diferencia entera
menor que 10 (en valor absoluto)

Con minuendo de hasta tres cifras, sin
cambio de centena

Diferencia entre la unidad y un nimero
decimal, hasta las centésimas
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Descomposiciones sustractivas En tres términos, de cantidades menores
que 1.000
Multiplicaciones Tabla de multiplicar hasta el 12

De dos factores, uno de ellos de dos cifras

De un numero de una cifra por otro de tres, sin
implicar cambio de unidades en la centenas

De tres factores menores o iguales que 10

De un numero con parte decimal hasta las
centésimas, por un entero de una cifra

Descomposiciones multiplicativas Inversas de las incluidas en la «tabla de

multiplicar» (hasta el 12)
De cantidades de dos cifras, en tres factores

De cantidades de tres cifras multiplos de 10,
en dos factores

De un numero de tres cifras con parte
decimal hasta las centésimas, siendo ésta
multiplo de 25

Divisiones Correspondiente a la «tabla de multiplicar»

(hasta el 12)

Entre nimeros enteros de dos cifras, con
cociente exacto de una cifra

Descomposiciones en cociente De numeros de una cifra, con dividendo de

hasta dos

Tercer Ciclo

“Numeros naturales y sus operaciones: propiedades vy
relaciones. Equivalencias entre los elementos del Sistema
de Numeracion Decimal. Estimacion. Automatizacion de
los algoritmos. Iniciacion a la potenciacion. Iniciacion a la
divisibilidad.” (Aritmética y medida. Contenido 1)

“La fraccion y el numero decimal. Propiedades y opera-
ciones.” (Contenido 3)

“Magnitudes y su medida: longitud, capacidad, masa,
tiempo, superficie y volumen. Unidades del Sistema
Métrico Decimal, equivalencias y relaciones. Instrumentos
de medida.” (Contenido 4)

“Descomponer en factores primos un nUmero menor o
igual que mil, asi como obtener multiplos y divisores de un
numero menor o igual que cien.” (Criterio de evaluacion 5)

“Leer, escribir, ordenar y operar con fracciones y nimeros
decimales, y resolver problemas sencillos en los que se
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utilicen: la fraccion, el niumero decimal, la relacion entre
ellos, el redondeo y el tanto por ciento.” (Criterio de eva-
luacion 8).

“Resolver y formular distintas situaciones problematicas en
las que se utilicen unidades y equivalencias del Sistema
Meétrico Decimal ( longitud, capacidad y masa) del sistema
monetario y de la magnitud tiempo.” (Criterio de evaluacion 9).

El desarrollo de Destrezas/Obijetivo en célculos con nimeros
naturales se orientara, sobre todo, en el mayor tamano de
los operandos y mayor agilidad, junto con la aplicacion
extensiva de las técnicas de estimacion y aproximacion de
resultados.

Las dificultades que pudieran aparecer al trabajar con
numeros decimales 0 negativos se deben mas al efecto
«sorpresa» -«falta de habito»-, que a causas intrinsecas de la
situacion. No hay motivo objetivo para que resulte mas dificil
calcular «5X7» que «bX7» 0 «0,35+0,45» que «35+45»; si no
es por los «distorsionantes» «menos» 0 «centésimas», en
situaciones verbales, o0 los signos «-» y «,» de las situaciones
escritas. Si bien serian asequibles por dificultad calculatoria
pura, deberan retrasarse hasta que se hayan introducido los
correspondientes conceptos y situaciones, conforme con el
curriculo de contenidos, tal como se aconsejaba en el apar-
tado anterior.

La mayor dificultad de calculo con fracciones guarda relacion
con una variable bien diferente, de caracter subjetivo: el grado
de desarrollo de aspectos de memoria inmediata. Para la adi-
cion de fracciones -una de las situaciones mas complejas-, por
ejemplo, entrarian en juego hasta seis registros numeéricos:

Dos para cada una de las fracciones-sumando; un regis-
tro para cada término, ocupados originalmente por los
datos, a sustituir en el transcurso del proceso por los tér-
minos transformados (con igual denominador).

Un registro para el denominador comun; término también
en el resultado final.
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Un registro auxiliar, que albergaria para cada fraccion el
factor de equivalencia (cociente entre el denominador
comun y el de la fraccion considerada). En la fase definitiva,
recibiria el numerador-suma.

Bien que cabe el recurso a técnicas con soporte en ima-
genes graficas o de material manipulativo, pero que entranan
asimismo la practica con este tipo de representaciones.

Educacion Primaria, Tercer Ciclo. Destrezas/Obijetivo.

Ordenes y conversion de unidades

Conversion de unidades del SM

Det. De érdenes en expresiones de hasta tres
cifras decimales

Sumas

Sumandos enteros de cuatro cifras

Sumandos con solo parte decimal de tres cifras,
de igual orden menor

Sumandos con parte entera y hasta dos cifras
decimales de distinto orden menor

Descomposiciones aditivas

Descomposicion decimal de nimeros de hasta
cuatro cifras, con dos decimales

Descomposicion decimal de nimeros de hasta
cuatro cifras, y hasta tres decimales

Restas

Minuendo de cuatro cifras y sustraendo de tres,
sin cambio en las unidades de millar

Términos de cuatro cifras, sin conversion de
unidades

Términos con sélo parte decimal de hasta dos
cifras de distinto orden menor

Descomposiciones sustractivas

Complemento a la unidad, para una fraccion de
términos de dos cifras

Multiplicaciones

Un factor de tres cifras y otro de una, con
resultado menor que 1.000

Progresiones geomeétricas (crecientes) de razon
menor que 10

Factores de dos cifras simétricos respecto de un
multiplo de 5

Uno de ellos factorizable

Cuadrados

Aproximacioén (caso general)

Multiplos de numeros de dos cifras (hasta 300)

Fracciones equivalentes a una dada, con
términos de hasta dos cifras

Reducir a comun denominador fracciones con
términos de hasta dos cifras

Producto de Fracciones con términos de una cifra

De un entero por una fraccion con términos de
una cifra

De un entero por una fraccion con términos de
una cifra
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Multiplicaciones

Un factor de hasta cinco cifras, y hasta tres de
ellas decimales, por una potencia de 10

Un factor con hasta dos cifras decimales por un
entero menor que 10

Descomposiciones en productos

Célculo de los divisores de un nimero de dos cifras

Descomposicion en factores primos de nimeros
de dos cifras

Divisiones

Dividendo de tres cifras y divisor de una

Dividendo y divisor de dos cifras

Simplificacién sucesiva de fracciones con térmi-
nos de hasta dos cifras

Un ndmero de hasta cinco cifras, y hasta dos de
ellas decimales, entre una potencia de 10

Expresar en forma decimal una fraccion con
términos de una cifra

Progresiones geométricas (decrecientes) de
razon inversa de un nimero menor que 10

Descomposiciones en cociente

Conversion en fraccion entera de un nudmero
menor que 1, de hasta tres cifras decimales

Conversion en fraccion entera de un ndmero
mayor que 1, y hasta con dos cifras decimales

Educacion Secundaria

Educacion Secundaria Obligatoria (cursos 1°y 29).
Destrezas/obijetivo.

Conteos

Ascendentes y descendentes, sin limites

Ordenes y conversion de unidades

Conversion de unidades del SM para expresio-
nes con coma

Sumas

Sumandos con soélo parte decimal de hasta tres
cifras, de distinto orden menor

Fracciones con términos de una cifra

Un entero mas una fracciéon con términos de
una cifra

Sumandos enteros (generales) de hasta tres cifras

Progresiones aritméticas crecientes (diferencia
menor que 10 en valor absoluto)

Descomposiciones en cociente

Descomposicion sobre media unidad de hasta
dos ordenes superiores, para numeros de tres
cifras decimales

Restas

Minuendo de cuatro cifras y sustraendo de tres

Términos de cuatro cifras; con conversion de
hasta dos 6rdenes de unidades

De dos fracciones con términos de una cifra

Entre un entero y una fraccion con términos de
una cifra

Términos con sdlo parte decimal de hasta tres
cifras de distinto orden menor

Términos con parte entera y hasta dos cifras
decimales de distinto orden menor

Minuendo y sustraendo de dos cifras (resultado
entero)
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Multiplicaciones

Factores de dos cifras (caso general)

Aproximacion a las centésimas: factores menores
que 1, con hasta dos cifras decimales

Factores menores que 1, con hasta dos cifras
decimales

Aproximacion a la parte entera: factores con
parte entera y hasta dos cifras decimales

Porcentaje menor del 10% de un nimero menor
que 1.000

Porcentaje menor del 100% de un nimero menor
que 100

Aplicacion de la regla de los signos para produc-
tos de nimeros enteros

m.c.m. (menor que 200) de dos nimeros de dos
cifras

Descomposiciones en productos

Aplicacion de los criterios de divisibilidad para
numeros menores que 300

Para nimeros de hasta cuatro cifras, con parte
decimal multiplo de 5

Divisiones

Progresiones geométricas (decrecientes) de razéon
inversa de un nimero menor que 10 (exactas)

Dividendo de tres cifras y divisor factorizable de dos

Fraccion irreducible equivalente a otra dada, con
términos de dos cifras

Cociente de fracciones con términos de una cifra

Entre fraccion y entero, y viceversa

Fraccion decimal equivalente a una dada con
términos de hasta dos cifras

Un numero mayor que 1, con parte decimal de
hasta dos cifras, entre un entero menor que 10

Un numero mayor que 1, con parte decimal de
hasta dos cifras, entre 25

Un ndmero menor que 1, con hasta dos cifras
decimales, entre 0,5y 0,25

Descomposiciones en cociente

Aplicacion de los Criterios de divisibilidad para
numeros de hasta tres cifras

Potencias

Cuadrados de numeros menores que 100

De fracciones con términos menores que 30

De numeros menores que 1 y hasta dos cifras
decimales

Cubos de numeros menores que 10

De fracciones con términos de una cifra

De numeros de una cifra decimal

Potencias de 2, hasta 216

Raices cuadradas

Aproximacioén (hasta la unidad de orden supe-
rior) de potencias de base y exponente meno-
res que 10

Aplicacion de la descomposicion (aditiva, multipli-
cativa y sustractiva) del exponente, para bases
menores que 10

Aplicacion de la descomposicion multiplicativa
0 en cociente de la base, para bases menores
que 10

Potencia de exponente -1, -2 6 -3 de una
potenciade 2 6 5

De numeros de dos cifras (exacta)
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Raices cuadradas

Aproximacion por defecto y por exceso: de
numeros de tres cifras

De una fraccion con términos de dos cifras
(exacta)

De un numero menor que 1, con hasta cuatro
cifras decimales

Aproximacion hasta las décimas: de cantidades
menores que 10 y hasta dos cifras decimales
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7 PROPUESTA DE EJERCICIOS GRADUADOS

A continuacion se ofrece una coleccion de situaciones calcu-
latorias, con la pretension de que sirva de guia al docente
para el desarrollo de capacidades en célculo mental.
Conviene hacer algunas precisiones.

19) La clasificacion sigue el criterio de «tipo de operacion»,
por tres motivos principales:

a) La verdadera complejidad del calculo mental se halla
ligada -a mi juicio- a dos aspectos:

- Tamano de los operandos, entendiendo por tal su nime-
ro de cifras en escritura decimal.

- Mutua relacién estructural, respecto de la operacion, y
dependiente de ella. Radicalmente diferentes para cada
operacion aritmética. Seran, por tanto, los que daran tam-
bién lugar a la generacion de diversidad en las estrategias
y técnicas, eleccion del soporte representativo, etc.

b) La ampliacion en el dominio numérico (paso a calculo con
decimales o enteros negativos), tanto de «operadores» como
del «resultado», supone -por lo general- una disposicion o
cambio de registro inicial. Pero implicita en el enunciado
(caso de los operandos) o facimente detectable de forma
antecedente (para el resultado). Como se indicaba en el
Apartado anterior, el célculo con fracciones entraia una difi-
cultad distinta, relativa al manejo de registros de memoria.

c) Se pretende resaltar como las estrategias y técnicas del
célculo mental se hallan ligadas a las «propiedades estruc-
turales de cada operacion», pudiendo transferirse sin difi-
cultad a medida que se amplia el «<dominio de operadores»,
ya que aquéllas se conservan. En consecuencia: que el
célculo mental no debe restringirse al calculo con numeros
naturales, tal como ocurre de ordinario en la escuela.

2?) De acuerdo con el principio de exigir calculos inversos
0 regresivos, se desdoblan las operaciones en sus dos for-
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mas. (Mejor, no designarlas por composicion y descomposi-
cion, al ser éstos términos acunados para estrategias con-
cretas; ver Capitulo 4.)

3% Los niveles curriculares se indican en forma abreviada:
El Educacion Infantil

EP1, 2, 3: Ciclo de Educacion Primaria

ESO1, 2: nivel de Educacion Secundaria Obligatoria.

Son meramente orientativos: refiriéndose al dominio de los
numeros naturales, estan sometidos —en principio- a los condi-
cionantes senalados en el Apartado 3.1. No tanto los referentes
a caracteristicas subjetivas de indole madurativo o aptitudinal
(recursos de memoria, atencion y capacidad de concentracion),
objeto de intervencion pedagdgica con el gjercicio del célculo
por si mismo, como los de indole propiamente curricular:

En la columna «dominio numérico» se indica el correspon-
diente a términos-operandos y, sobre todo, al resultado de la
operacion:

N: naturales (enteros positivos)
F: fracciones enteras (positivas)
D: decimales finitos (positivos)
Z: enteros (positivos y negativos)

Tipo/nivel El |EP1|EP2|EP3| ESO1 | ESO2 Totales

Conteos 2 2 2 6

uor:%%nd%ssy conversiones de 1 5 | 12 5 50
Sumas 1 13|12 | 7 6 39
Descomposiciones aditivas 9 4 2 2 17
Restas 1 8 6 7 13 35
Descomposiciones sustractivas 6 5 2 13
Multiplicaciones 1 12| 21 18 3 55
Descomposiciones en productos 1 3 2 5 2 13
Divisiones 4 | 14 12 3 33
Descomposiciones en cociente 3 2 1 6

Potencias 12 10 22
Raices cuadradas 3 6 9

Totales 4 | 41|54 69]| 76 24 268
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7.1 Conteos
Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.
El N Ascendentes (hasta 31) 1,2,3... 1.1
El N Descendentes (desde 31, maximo) 10,9,8... 10
22,21,20...
EP1 N Ascendentes (sin limite) 18,19,20... 1.3
EP1 N Descendentes (sin limite en el punto de partida) 90,89,88... 1.4
ESO1 | Z Ascendentes (sin limites) -9,-8,-7... 1.5
ESO1 |Z Descendentes (sin limites) 54..,0,-1,-2.../1.6

Técnicas sugeridas

Para los conteos con numeros naturales hay que distinguir
dos momentos, determinados por el conocimiento de la nota-
cion simbdlica (lecto-escritura de cifras y numeros). A partir de
él, las operaciones secuenciales (ordenacion, comparacion,
separacion, etc.) suelen introducirse como operaciones mani-
pulativas -en alguna forma- sobre material concreto: tira
numeérica, reloj, calendario, tabla numérica... Puede entonces
sugerirse la representacion interior de estas situaciones como
apoyatura para el recuerdo de la serie numérica.

Analogamente, para el trabajo con numeros enteros —ya
en Secundaria- suele ser muy eficaz el recurso a un concreto
imaginado: escalera, recta numérica, etc.

7.2 Ordenes y conversion de unidades

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.
EP1 N En expresiones de hasta ¢ Cuédl es la cifra de las decenas en 2 1
cuatro cifras 1947 :
EP2 N En expresiones de hasta ¢ Cudl es la cifra de las centenas en 20
seis cifras 123.6547 '
EP2 | N Conversion a unidades de | ¢Cuéntas unidades son 3 03
orden inferior centenas? '
¢ Cuantas decenas son 30 o4
centenas? '
EP2 N Conversion a unidades de | ¢ Cuantas centenas son 400 o5
orden superior decenas? ’
¢ Cuantas centenas son 400 2.6
unidades?
EP3 N Conversion a unidades del | ¢ Cuéntos metros son 3 km.? 2.7
SM de orden inferior (m, g, 1) ¢, Cuantos milimetros son 30 dm.? | 2.8
EP3 N Conversion a unidades del ¢ Cuantos metros son 300 cm.? 2.9
SM de orden superior (m, g, ) ¢ Cuantos km. son 10.500 m.? 210
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EP3 |N Conversion a unidades del ¢ Cuantas m2son 8 ha.? 211
SM de orden inferior (M2, m3) :
EP3 |N Conversion a unidades del ;Cuantas m8 son son un millén de 1?
SM de orden superior 212
(m?, m3)
EP3 D En expresiones de hasta tres | ¢ Cuadl es la cifra de las décimas en 213
cifras decimales 54 centésimas '
EP3 |D En expresiones cualesquiera, | ;Cudl es la cifra de las décimas en
con hasta tres cifras 54 unidades con 805 milésimas?  |2-14
decimales
EP3 D Conversion a unidades de | ¢Cuantas centésimas son 14 215
orden inferior décimas? '
EP3 |D Conversion a unidades de | ¢Cuantas décimas son 3.000 516
orden superior milésimas? '
EP3 |D Reduccion a la mayor unidad | ; Puedes quitarle ceros a 500
significativa (supresion de milésimas? ¢Enque se queda? 2.7
«ceros a la derecha»)
ESO1 | D Conversion a unidades del | ;Cuantos cm. son 3,4 m.? 218
SM de orden inferior ’
ESO1 | D Conversion a unidades del | ; Cuantos km. son 350 m.? 219
SM de orden superior ’

Técnicas sugeridas

Las operaciones sobre expresiones numeéricas abstractas (sin
incorporacion de unidades) se ven favorecidas con la repre-
sentacion interior de la correspondiente expresion escrita. Es
decir: supuesto que se propone en forma verbal, traducirla a
lenguaje escrito, aunque tan solo en su fase imaginativa.

La conversion de unidades en el Sistema Métrico Decimal
exige, ademas, el recurso previo a la presentacion de la orde-
nacion/estructura de las correspondientes unidades: escalera,
tabla, etc.; y la aplicacion de la regla de conversion: bajar/mul-
tiplicar, subir/dividir, por 10 (100, 1.000) cada paso, etc.

7.3 Sumas
Nivel | Dom. | Tipo Ejemplo
Num.
El N Con resultado menor o igual a 10 3+5 3.1
EP1 N Tabla de sumar (del 12) 3.2
EP1 N Primer sumando de dos cifras y segundo de una, | 32+6 3.3
sin cambio de decena
EP1 N Primer sumando de una cifra y segundo de dos, |6+32 3.4
sin cambio de decena
EP1 N Primer sumando de dos cifras y segundo de una, | 36+7 3.5
caso general
EP1 N Primer sumando de una cifra y segundo de dos, | 7+36 3.6
caso general
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EP1 N Progresiones aritméticas crecientes (diferencia 2,8, 14... 37
menor que 10) '
EP1 N Sumandos de dos cifras, con resultado menor
que 100 y sin cambio de unidades 23+45 o8
EP1 N Sumandos de dos cifras, con resultado menor 37+29 3.9
que 100; caso general
EP1 N Primer sumando de tres cifras y segundo de una, | 124+5 3.10
sin cambio de decena
EP1 N Primer sumando de una cifra y segundo de tres, |5+124 311
sin cambio de decena '
EP1 N Primer sumando de tres cifras y segundo de una, | 124+8 312
caso general :
EP1 N Primer sumando de tres cifras y segundo de dos, | 143+35
con resultado menor que 200; sin conversion de 3.13
unidades
EP1 N Primer sumando de tres cifras y segundo de dos, | 352+37 314
sin conversion de unidades '
EP2 N Sumandos de dos cifras, caso general 68+56 3.15
EP2 | N Progresiones aritméticas crecientes (generales) 3,17, 31... 3.16
EP2 N Primer sumando de tres cifras y segundo de dos, | 146+39 3.17
con resultado menor que 200; caso general '
EP2 N Primer sumando de tres cifras y segundo de dos, | 425+67 3.18
sin cambio de decena '
EP2 N Primer sumando de tres cifras y segundo de dos, | 456+72 3.19
sin conversion de unidades '
EP2 N Primer sumando de tres cifras y segundo de dos, |425+185 3.20
caso general '
EP2 N Sumandos de tres cifras, sin conversion 423+321 3.21
de unidades '
EP2 | N Sumandos de tres cifras, sin conversion 456+237 3.00
a centenas '
EP2 | N Sumandos de tres cifras, con resultado menos 456+389 3.23
que 1.000; caso general '
EP2 N Sumandos de tres cifras, caso general 654+787 3.24
EP2 N Un sumando de cuatro cifras y otro de una 1948+8 3.25
EP2 N Un sumando de cuatro cifras y otro de dos 1948+19 3.26
EP3 |N Un sumando de cuatro cifras y otro de tres, sin 1809+175 3.27
cambio en las unidades de millar
EP3 N Sumandos de cuatro cifras, sin conversion a 1357+2468 |3.28

unidades de decenas de millar

EP3

z

Sumandos de cuatro cifras, caso general 753148642 |3.29

EP3 D Sumandos con sdlo parte decimal de dos cifras | 0,35+0,48 3.30
de igual orden menor

EP3 |D Sumandos con solo parte decimal de hasta dos | 0,5+0,35 3.31
cifras de distinto orden menor

EP3 D Sumandos con solo parte decimal de tres cifras | 0,123+0,456 |3.32
de igual orden menor

EP3 |D Sumandos con solo parte decimal de tres cifras | 0,123+0,456 |3.33
de igual orden menor

EP3 |D Sumandos con parte entera y hasta dos cifras 2,34+5,6 3.34
decimales de distinto orden menor

EP3 |D Sumandos con solo parte decimal de tres cifras, | 0,45+0,038 |3.35

con distinto orden menor
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ESO1 | F Fracciones con términos de una cifra 1/2+3/4 3.35
ESO1 Un entero mas una fraccion con términos de una | 5+3/4
cifra 3.36
ESO1 Sumandos negativos -28+-36 3.37
ESO1 Un sumando negativo y otro positivo, de hasta -36+28 3.38
dos cifras cada uno ’
ESO1 Progresiones aritméticas crecientes (diferencia -24,-18, -12...| 339
menor que 10 en valor absoluto) '

Técnicas sugeridas

3.1.- Representacion interior de tira numérica o empleo de
dedos.

3.2.- Memorizacion previa. Repres. Del relo;.
3.3.- 30+(2+6), con soporte verbal.

3.4.- 32+6=30+(2+6) (prop. Conutativa), con soporte
verbal.

3.5.- 30+(6+7)=30+10+3 = 40+3

3.6.- 36+7=30+(6+7) (prop. Conmutativa), con soporte
verbal.

3.7.- Convertir en sumas, téermino a téermino.
3.8.- 20+40+3+5=60+8, con soporte verbal.
3.9.- 30+20+(7+9) = 50+16, con soporte verbal.
3.10.- 120+(4+5) = 12049, con soporte verbal.

3.11.- 124+5 = 120+(4+5); prop. conmutativa, con soporte
verbal.

3.12.- 120+(4+8) = 120+12 = (120+10)+2
3.13.- 100+40+30+(3+5) = 100+70+8, con soporte verbal.

3.14.- 300+50+30+(2+7) = 300+80+9, con soporte verbal.
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3.15.- 60+50+(8+6) = 110+14, con soporte verbal.
3.16.- Reducir a sumas, término a término.

3.17.-100+40+30+(6+9) = 100+70+15 = 100+85, con
soporte verbal.

3.18.- 400+20+60+(5+7) = 400+80+12=400+92, con
soporte verbal.

3.19.- 400+50+70+(6+2) = 400+120+8 =
400+100+(20+8), con soporte verbal.

3.20.- 400+100+(20+80)+(5+5) = 500+100+10, con
soporte verbal.

3.21.- 400+300+(23+21) = 700+20+20+(3+1) =
700+40+4, con soporte verbal.

3.22.- 4004+200+(56+37) = 600+50+30+(6+7) =
600+80+13=600+93, con soporte verbal.

3.23.- 400+300+(56+89) = 700+50+80+(6+9) =
700+130+15 = 530+15, sop. verbal

3.24.- 600+700+(54+87) = 1300+50+80+(4+7) =
1300+130+11 = 1430+11

3.25.- 1900+(48+8), con soporte verbal.

3.26.- 1900+(48+19) = 1.900+40+10+(8+9) =
1.900+50+17

3.27.- 1000+800+100+(9+75) = 1000+900+(75+9), con
soporte verbal

3.28.- 1000+2000+(300+400)+(57+68) =
3000+700+50+60+(7+8)

3.29.- (7000+8000)+(500+600)+(31+42) =
15000+1100+30+40+(1+2)
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3.30.- 35+48 (centésimas), como enteros (;pasar a
escritura?)

3.31.- Reducir a unidades del orden menor y sumar como
enteros (¢ pasar a escritura?)

3.32.- 123+456 (milésimas), como enteros

3.33.- (2+5) + (34+60 centésimas): separar parte entera 'y
decimal, sumando ésta como enteros.

3.34.- 450+38 (milésimas): Reducir a unidades del orden
menor, y sumar como enteros

3.35.- Reducir a comun denominador

3.36.- 20/4+3/4: convertir las unidades en fraccion con el
mismo denominador

3.37.- -(28+306): anticipar resultado negativo, y pasar a
contrarios.

3.38.- 28-36: anticipar signo del resultado y convertir en
resta de nUimeros positivos.

3.39.- Convertir en sumas algebraicas, término a término.

7.4 Descomposiciones aditivas

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.

EP1 N Descomposicion decimal de 369 41
numeros de hasta cuatro cifras )

EP1 N Composicion decimal de 9 unidades, 6 decenas, 3 centenas 4.9
numeros de hasta tres cifras '

EP1 N Conversion a unidades de ¢ A cuantas decenas equivalen 17 43
orden inferior (hasta tres centenas '
érnenes)

EP1 N Conversion a unidades de ¢A cuantas centenas equivalen 4.4
orden superior (hasta tres 1.700 decenas '
érnenes)

EP1 N Descomposicion aditiva Sumas que dan como resultado 7 | 4.5
general de numeros
menores que 20 Sumas que dan como resultado 12 | 4.6
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EP1 Descomposicion ad. gen. de | Sumas que dan como resultado 36 | 4 7
numeros de dos cifras, sin :
conversion de unidades
EP1 Descomposicion aditiva gen. | Sumas que dan como resultado 36 48
de numeros de dos cifras '
EP1 Descomposicion ad. gen. de | Sumas que dan como resultado 365
numeros de tres cifras en 4.9
dos sumandos, sin '
conversion de unidades
EP2 Descomposicion decimal de | 204.060 410
numeros de hasta seis cifras '
EP2 Composicién decimal de 3 decenas de millar, 6 centenas, |4 14
numeros de hasta seis cifras | 9 unidades '
EP2 Descomposicion ad. gen. de |Sumas de tres sumandos que dan
numeros de tres cifras en como resultado 365 412
tres sumandos, sin '
conversion de unidades
EP2 Descomposicion ad. gen. de |Sumas de tres sumandos que dan
numeros de tres cifras en como resultado 365 413
tres sumandos
EP3 Descomposicion decimal de | Qué unidades de cada orden hay
numeros de hasta cuatro en 3,657 414
cifras, con dos decimales
EP3 Composiciéon decimal de 2 décimas, 5 centésimas,
numeros de hasta cuatro 2 docenas 415
cifras, y hasta tres decimales
ESO1 Descomposicion sobre media | Suma de resultado 3,65
unidad de orden superior, 416
para un numero de hasta tres '
cifras decimales
ESO1 Descomposicion sobre media | Suma de resultado 0,965
unidad de dos ordenes 447
superioes, para un nimero '
de tres cifras decimales

Técnicas sugeridas

4.1.- 300+60+9

4.2.- 300+60+9: convertir en unidades, reordenar en
orden descendente y sumar, 0 recurso a representacion
de escritura

4.3.- Representacion de escritura

4.4.- Representacion de escritura

4 .5.- Primer sumando decreciente: 6+1, 5+2..., 1+6

4 .6.- Primer sumando decreciente: 11+1, 10+2..., 1+11
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4.7 .- Primer sumando decreciente: 35+1, 34+2..., 3046,
6+30..., 1+35

4.8.- Primer sumando decreciente: 35+1, 34+2..., 1+35

4.9.- Mantener valores enteros para las centenas:
300+65, 360+5

4.10.-204.000+60=200.000+4.000+60, con apoyatura
en soporte verbal

4.11.- Ordenar decreciente y representacion de escritura

4.12.- Mantener valores enteros para las centenas:
300+65, 200+165...

4.13.-Mantener unidades: 300+60+5, 5+60+300...
4.14.-Representacion de escritura

4.15.- Ordenar en orden decreciente, y recurso a repre-
sentacion de escritura

4.16.- Conservar parte entera, y tratar la parte decimal
como entero: 3,65 = 3 + 65 centésimas = 3 + 50+15 cen-
tésimas = 3,50 +15 centésimas

4.17.-Tratar como entero; (si es necesario, con represen-
tacion de escritura): 0,965 (milésimas) = 500+465 (milési-
mas) = 0,5+0,465

7.5 Restas
Nivel | Dom. | Tipo Ejemplo
Num.
El N Minuendo menor o igual a 10 8-3 5.1
EP1 N Inversas de la tabla de sumar (del 12) 5.2
EP1 N Minuendo de dos cifras y sustraendo de una, sin | 28-6 53
cambio de decena
EP1 N Minuendo de dos cifras y sustraendo de una, 36-8 5.4
caso general
EP1 N Progresiones aritméticas decrecientes (diferencia |61, 55, 49... 5.5
menor que 10)
EPA1 N Términos de dos cifras, sin conversiom de unidades | 48-25 5.6
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EP1 Términos de dos cifras, 45-28 5.7
caso general

EP1 Minuendo de tres cifras, y sustraendo de una, sin | 136-4 5.8
cambio de decena '

EP1 Minuendo de tres cifras, y sustraendo de una, 236-9 5.9
caso general

EP2 Progresiones aritméticas decrecientes 61, 49, 37... |5.10
(generales)

EP2 Minuendo de tres cifras, menor que 200, y 135-19 511
sustraendo de dos, sin cambio de centena '

EP2 Minuendo de tres cifras, y sustraendo de dos, sin | 365-37 512
cambio de centena )

EP2 Minuendo de tres cifras, menor que 200, y 125-48 5.13
sustraendo de dos, caso general ’

EP2 Minuendo de tres cifras, y sustraendo de dos, 234-56 514
caso general :

EP2 Términos de tres cifras, sin conversion de unidades | 654-321 5.15

EP3 Términos de tres cifras, caso general 963-468 5.16

EP3 Minuendo de cuatro cifras, y sustraendo de dos, |1492-37 517
sin cambio de decena '

EP3 Minuendo de cuatro cifras, y sustraendo de dos, | 1234-56 5.18
caso general '

EP3 Minuendo de cuatro cifras, y sustraendo de tres, |1357-246 5.19
sin cambio en las unidades de millar '

EP3 Términos de cuatro cifras, sin conversion de 8765-4321 5.20
unidades '

EP2 Términos con soélo parte decimal de dos cifras de | 0,75-0,48 5.21
igual orden menor '

EP2 Términos con soélo parte decimal de hasta dos 0,5-0,15 5.0
cifras de distinto orden menor '

ESO1 Minuendo de cuatro cifras, y sustraendo de tres, | 1357-864 5.03
caso general )

ESO1 Términos de cuatro cifras, con conversién de un | 8761-4325 5.24
solo orden de unidades

ESO1 Términos de cuatro cifras, con conversion de dos | 8426-5719  |5.25
ordenes de unidades

ESO1 De dos fracciones con términos de una cifra 3/4-2/7 5.26

ESO1 Entre un entero y una fraccion con términos de 2-3/5 527
una cifra

ESO1 Términos con solo parte decimal de tres cifras de | 0,425-0,075 |5.28
igual orden menor

ESO1 Términos con soélo parte decimal de hasta tres 0,8-0,425 5.29
cifras de distinto orden menor

ESO1 Términos con parte entera y hasta dos cifras 4,8-1,45 5.30
decimales de distinto orden menor, sin conversion
de parte entera

ESO1 Términos con parte entera y hasta dos cifras 3,25-1,5 5.31
decimales de distinto orden menor

ESO1 Minuendo menor que sustraendo, ambos de una cifra | 5-8 5.32

ESO1 Minuendo de una cifra, sustraendo de dos 7-26 5.33

ESO1 Progresiones aritméticas decrecientes (diferencia |12, 5, -2. . 5.34
menor que 10)

ESO1 Minuendo y sustraendo de dos cifras 7-26 5.35
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Técnicas sugeridas
5.1.- Representacion de tira numérica o empleo de dedos
5.2.- Memorizacion previa; representacion del reloj
5.3.- (20+8)-6 = 20+(8-6)=20+2, con soporte verbal
5.4.- (20+10+6)-8 = 20+(16-8), con soporte verbal
5.5.- Restas parciales, término a término
5.6.- (40+8)-(20+5) = (40-20)+(8-5), con soporte verbal
5.7.- (40-20)+(5-8) = 20+5-8 = 25-8
5.8.- 130+(6-4), con soporte verbal
5.9.- 200+(36-9), con soporte verbal
5.10.- Reducir a restas parciales, término a término
5.11.- 100+(35-19), con soporte verbal
5.12.- 300+(65-37), con soporte verbal
5.18.- (120-40)+(5-8) = 80+5-8 = 85-8; con soporte verbal

5.14.- (230-50)+(4-6) = 180+4-6 = 184-6, con soporte
verbal

5.15.- (600-300)+(54-21) = 300+50-20+(4-1) = 330+3,
con soporte verbal

5.16.- (900-400)+63-68 = 500+(60-60)+(3-8) =500+3-8 =
400+103-8 = 400+95

5.17.- 1400+(92-37), con soporte verbal

5.18.- 1000+(234-56) = 1000+(230-50)+(4-6) =
1100+80+4-6 = 1100+84-6, con soporte verbal
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5.19.- 1000+(8357-246) = 1000+(300-200)+(57-46) =
1100+57-46, con soporte verbal

5.20.- (8000-4000)+(765-321) = 4000+700-300+(65-
21)... con soporte verbal

5.21.- 75-48 (centésimas): operar como enteros; (;,con-
vertir a escritura?)

5.22.- 50-15 (centésimas): reducir al orden menor, y restar
como enteros (i,y escritura?)

5.23.- (1300-800)+(57-64) = 500+57-64 = 500+50-
60+(7-4) = 550-60+(7-4)..., con soporte verbal

5.24.- 8000-4000+(761-325) = 4000+700-300+(61-25) =
4400+60-20+(1-5) = 4400+41-5...

5.25.- 8000-5000+(426-719) = 3000+400-700+... 3400-
700+... = 2700+(26-19), con sop. verbal

5.26.- Reducir a comun denominador
5.27.- 10/5-3/5: reducir el entero a fraccion

5.28.- 425-75 (milésimas): tratar como enteros (;con
paso a escritura?)

5.29.- 800-425 (milésimas): reducir al orden menor, y
restar como enteros

5.30.- 4-1 + (0,8-0,45) = 3 + (80-45centésimas): operar
por separado parte entera y parte decimal; ésta, como
enteros, tras reducir al orden menor.

5.31.- 3-1 + (0,25-0,5) = 2 + (25-50 centésimas) = 225-
50 centésimas: operar por separado parte entera y parte
decimal; ésta, como enteros, tras reducir al orden menor,
con conversion de unidades enteras, si es preciso.

5.32.- Representacion de escalera o tira numérica; o:
determinar signo, y convertir en resta de positivos: -(8-5)
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5.33.- -(26-7): determinar signo y convertir en resta de
positivos

5.34.- Reducir a restas parciales, término a término

5.35.- -(86-25): determinar signo y convertir en resta de
positivos

7.6 Descomposiciones sustractivas

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.

EP1 N Descomposicidnes Restas que dan como resultado 8 | 6.1
sustractivas para un nimero
menor que 10, con minuendo
menor que 20

EP1 N Descomposicidnes Restas que dan como resultado 8 | 6.2
sustractivas para un nimero
menor que 10

EP1 N Descomposicion para un Restas que dan como resultado 26 |6.3
numero de dos cifras, con
minuendo en la decena
inmediata superior

EP1 N Descomposicion para un Restas que dan como resultado 26, | 6.4
numero de dos cifras, con restando decenas
sustraendo en decenas

EP1 N Descomposicion para un Restas de decenas que dan como |6.5
numero de dos cifras, con resultado 26
minuendo en decenas

EP1 N Descomposicion para un Restas de decenas que dan como |6.6
numero de tres cifras, con resultado 123
minuendo en la decena
inmediata superior

EP2 N Descomposicién para un nime-| Restas que dan como resultado 26 |6.7
ro de dos cifras, caso general

EP2 N Descomposicion para un nime-| Dos restas sucesivas que dan 6.8
ro de tres cifras en tres térmi- como resultado 123
nos, dos de ellos sustraendos

EP2 N Descomposicién para un Suma y resta sucesivas que dan 6.9
numero de tres cifras en tres | como resultado 123
términos, sélo uno de ellos
sustraendo

EP2 N Descomposicion para un Resta de 200 que da como 6.10
numero de tres cifras, con resultado 123
minuendo en la centena
inmediata superior

EP2 N Descomposicion para un Resta de 1.000 que da como 6.11
numero de tres cifras, con resultado 123
1.000 como minuendo

EP3 F Complemento a la unidad, Resta de 1 que da como resultado |6.12
para una fraccion de términos | 3/5
de una cifra

EP3 F Complemento a la unidad, Resta de 1 que da como resultado [6.13
para una fraccion de términos | 13/25
de dos cifras
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Técnicas sugeridas

©.1.- Minuendo creciente: 9-1, 10-2, 11-3...

6.2.- Sustraendo multiplo de 10: 18-10, 28-20...

©6.3.- Minuendo creciente: 30-4, 31-5, 32-6...

6.4.- Minuendo creciente: 36-10, 46-20, 56-30...

6.5.- Minuendo creciente: 30-4, 40-14, 50-24...

6.6.- 120 => 130: 130-7, con soporte verbal

6.7.- Minuendo creciente: 27-1, 28-2...

6.8.- 120 => 130: 130-5-2, con soporte verbal

6.9.- 100+30-7, 120+5-2; con soporte verbal

6.10.- 200-100+23 = 200-70-30+23 = 200-70-7 = 200-77

6.11.- 1000-900+23 = 1000-800-100+23 = 1000-800-
100+20+3 = 1000-877...

6.12.- 5/5-3/5 = (5-3)/5Restar denominador y numerador;
0: convertir la unidad en fraccion de igual denominador

6.13.- 25/25-13/25 = (25-13)/25: restar denominador y
numerador; o: reducir la unidad a fraccion de igual deno-
minador

7.7 Multiplicaciones

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num

EP1 N Tablas del 1, 2, 5,y 10 71

EP2 N Tabla de multiplicar (del 12) 7.2

EP2 N Un numero de dos cifras, por | 23x100 7.3
una potencia de 10

EP2 |N Un multiplo de 10 de dos cifras, | 70x8 7.4
por un numero de una cifra

EP2 N Un multiplo de 10 de dos cifras, | 70x8 7.4
por un nimero de una cifra
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EP2

Un factor de una cifra y otro
de dos, multiplo de 10

6x90

7.5

EP2

Un factor de dos cifras y otro
de una, sin conversion de
unidades

23x3

7.6

EP2

Un factor de dos cifras y otro
de una, con resultado menor
que 100, caso general

23x4

7.7

EP2

Un factor de dos cifras y otro
de una, con resultado menor
que 200

36x4

7.8

EP2

Aproximacion: un factor de
dos cifras y otro de una,
caso general

84x7

7.9

EP2

Un factor de dos cifras y otro
de una, caso general

84x7

7.10

EP2

Un factor de una cifra y otro
de tres, multipol de 10, y
resultado menor que 1.000

3x240

7.11

EP2

Aproximacion: un factor de
tres cifras y otro de una, con
resultado menor que 1.000

137x6

712

EP2

Factores de dos cifras,
multiplos de 10

30x80

7.13

EP3

Un nimero de hasta cuatro
cifras por una potencia de 10

721x100

7.14

8721x100

7.15

EP3

Un factor de tres cifras y
otro de una, sin conversion
a centenas

128x3

7.16

EP3

Un factor de tres cifras y
otro de una, con resultado
menor que 1.000

179x4

77

EP3

Progresiones geométricas
(crecientes) de razo’n menor
que 10

2,6, 18, 54...

7.18

EP3

Aproximacion: factores de
dos con resultado menor que
1.000

32x27

7.19

EP3

Factores de dos cifras,
simétricos respecto de un
multiplo de 5

43x47

7.20

EP3

Factores de hasta dos cifras,
uno de ellos factorizable

14x53

7.21

EP3

Cuadrado de un nimero de
dos cifras

53x53

7.22

59x59

7.23

EP3

Hallar multiplos de un nimero
menor que 10 (hasta 200)

Multiplos de 6

7.24

EP3

Hallar multiplos de un numero
de dos cifras (hasta 300)

Multiplos de 16

7.25

EP3

Hallar fracciones equivalentes
a una dada, con términos de
una cifra

Equivalentes a 3/7

7.26

EP3

Hallar fracciones equivalentes
a una dada, con términos de
hasta dos cifras

Equivalentes a 12/28

7.27
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EP3 Reducir a comin denominador | Igual denominador para 7.28
fracciones con términos de 2/3y 3/4
un cifra

EP3 Reducir a comin denominador | Igual denominador para 7.29
fracciones con términos de 11/12y 5/14
hasta dos cifras

EP3 Factores fracciones con 2/3x4/5 7.30
términos de una cifra

EP3 De un entero por una fraccion | 3x4/5 7.31
con términos de una cifra

EP3 Un factor decimal menor 0,125x1000 7.32
que 1 por una potencia de 10

EP3 Un factor de hasta cinco cifras, | 123,45x1000 7.33
y hasta tres de ellas decimales,
por una potencia de 10

EP3 Un factor con hasta dos cifras | 3,25x6 7.34
decimales por un entero
menor que 10

ESO1 Factores de dos cifras y 62x58 7.35
decenas consecutivas, simé-
tricos repecto de la decena

ESO1 Un numero de dos cifras, 27x25 7.36
por 25

ESO1 Factores de dos cifras, uno | 36x15 7.37
de ellos multiplo de 5

ESO1 Factores de dos cifras, 36x52 7.38
caso general 36x59 7.39

36x54 7.40

ESO1 Hallar fracciones decimales Pasar 3/4 a forma decimal 7.41
equivalentes a una dada con
términos de un cifra

ESO1 Hallar fracciones decimales Pasar 13/40 a forma decimal 7.42
equivalentes a una dada con
términos de hasta dos cifras

ESO1 Aproximacion al orden inme- 2,345%x8 7.43
diato superior: de un numero
con hasta tres cifras decimales
por un entero menor que 10

ESO1 Un numero con hasta dos 3,45x25 7.44
cifras decimales por 25

ESO1 Aproximacion a las centésimas | 0,75x0,64 7.45
factores menores que 1, con
hasta dos cifras decimales

ESO1 Factores menores que 1, con | 0,75x0,6 7.46
hasta dos cifras decimales

ESO1 Aproximacion a la parte ente- | 3,45x6,7 7.47
ra: factores con parte entera
y hasta dos cifras decimales

ESO1 Porcentaje menor del 10% de | 5% de 68 7.48
un ndmero menor que 100

ESO1 Porcentaje menor del 10% de | 4% de 185 7.49
un ndmero menor que 1.000

ESO1 Porcentaje menor del 100% 15% de 82 7.50
de un nimero menor que 100

ESO1 Factores negativos de (-35)x(-48) 7.51
dos cifras
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ESO1 | Z Un factor positivo y otro (-35)x(+48) 7.52
negativo, menores que 100
en valor absoluto

ESO2 | N Minimo comun multiplo de Minimo comun multiplo (8, 42) 7.53
un numero de una cifra y
otro de dos

ESO2 | N Minimo comun multiplo de Minimo comun multiplo (32, 44) |7.54
dos numeros (m.c.m. menor
que 200)

ESO2 | D Aproximacion a la parte 16% de 275 7.55
entera: porcentaje de un
numero menor que 1.000

Técnicas sugeridas

7.1.- Permutar a primer factor mayor; representacion de
cuadro numérico

7.2.- Memorizacion previa; Permutar a primer factor mayor
7.3.- Representacion De escritura

7.4.- 7X10X8 = (7X8)X10, con soporte verbal

7.5.-6X9x10 = (6X9)x10, con soporte verbal

7.6.- (20+3)x3 = (20x3)+(3x3 = 60+9, con soporte verbal

7.7.- (20+3)x4 =(20x4)+(3x4) = 80+(3x4) = 60+12, con
soporte verbal

7.8.- (30+6)x4 =(30x4)+(6x4) = 120+(6%4), con soporte
verbal

7.9.- 80X7 + ..., 560+(4Xx7) = 560+20+..., con soporte
verbal

7.10.- (B0+4)X7 = 80X7+(4X7) = 560+28, con soporte verbal

7.11.- 3x200+(3x40) =600+(3x40) = 600+120
600+100+20, con soporte verbal

7.12.-(100+37)x6 = 100X6+(37X6) = B600+(30+7)X6
600+30X6+(7x6) = 600+180+42..., con soporte verbal
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7.13.- (Bx10)(8x10) = 3x8X(10x10) 24x100, con soporte
de escritura

7.14.- Representacion de escritura

7.15.- (8.000+721)x100 = 800.000+721xX100 (por repre-
sentacion de escritura)

7.16.- 100x3+(28x3) = 300+(20+8)x3 = 300+20x3+(8%3)
= 300+60+(20+4)..., con soporte verbal

7.17.- (100X4)+(79x4) = 400+(70+9)x4 = 400+70x4+(9X4) =
400+280+(9x4 = 680+36..., con soporte verbal

7.18.- Reducir a productos parciales, término a término

7.19.- (B0+2)X(20+7) = 30X20+(30X7)+... = 600+(30X7)+...
= 600+210+...+(2X20)...

7.20.- 4X(4+1):(3X7) = 2021, segun regla singular
7.21.- B3X(2X7) = 53x2X7 = 106X7

7.22.- (50+3)2 = 50x50+(2x50x3)+(3x3), por férmula
singular

7.23.- (60-1)2 = 60X60-(2x60x1)+(1x1), por férmula
singular

7.24.- Reducir a sumas parciales, multiplo a multiplo
7.25.- Reducir a sumas parciales, término a término

7.26.- Multiplicar/dividir ambos términos por el mismo
numero

7.27.- Multiplicar/dividir ambos términos por el mismo
numero

7.28.- Buscar multiplos del mayor, que también lo sean
del menor: 4, 8, 12
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7.29.- Buscar multiplos del mayor, que también lo sean
del menor: 14, 28, 42..., 84

7.30.- 2x4/(3x5): regla de la multiplicacion de fracciones
7.31.- (3x4)/5: Aplicacion de la regla propia

7.32.- Representacion de escritura

7.33.- Representacion de escritura

7.34.- 3X6 + (6X0,25) = 18 + 6X25 centésimas)...: separar
parte entera de decimal, operando ésta como enteros; en

SU caso: representacion de escritura

7.35.- (60+2)X(60-2) = (60x60)-(2x2) = 6X6X100-(2X2) =
3600-4, por férmula singular

7.36.- 27X(100/4) = (27x100)/4 = 2700/4...

7.37.- 36X(30/2) = (36x3x10)/2

7.38.- 36X(50+2) = 36X50+(36X2) = 36X5x10+(36X2)
7.39.- 36X(60-1) = 36X60-(36x1) = 36x6x10-(36X1)
7.40.- 36X(50+4) = 36X5x10+(36x4)

7.41.- Buscar multiplos del denominador potencias de 10;
en su defecto, efectuar la division

7.42.- Buscar multiplos del denominador potencias de 10;
en su defecto, efectuar la division

7.43.- 2X8+... = 16+(8X3 décimas)+... = 16+2,4+...:
acumlar productos parciales, por 6rdenes decrecientes
de unidades

7.44.- 3,45X(100/4) = (repres. Escrit.) (3,25x10)/4

7.45.- (7 décimas + 5 centésimas)x(6 décimas + 4 centé-
simas) = 7X6 centésimas)+(4x4+5x6 milésimas)+...
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7.46.- 75X6 milésimas: tratar como enteros, con determi-
nacion previa de orden del resultado (¢,con representacion
de escritura?)

7.47 .- 3X6 + (3X0,7)+(6X0,45)+...: descomponer en parte
entera y decimal, y tratar como producto de sumas

7.48.- (5X68)/100 = 340/100, con soporte en escritura

7.49.- (4X185)/100 = 740/100, con representacion de
escritura

7.50.- (15x82)/100 = 1230/100, con representacion de
escritura

7.51.- Regla de los signos y operar como numeros
positivos

7.52.- Regla de los signos y operar como numeros
positivos

7.53.- Probar multiplos sucesivos del mayor: 42, 84, 126,
168

7.54.- Comparar multiplos sucesivos de ambos: 64 y 88,
96, 128, 132...

7.55.- 16X275 centésimas = 275x10 + (275%6) centésimas,
y recurso a representacion de escritura

7.8 Descomposiciones en productos

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.

EP1 N Para multiplos de 2, 5,y 10 Multiplicaciones que den 20 8.1

EP2 N Inversas de la tabla de 8.2
multiplicar (del 10)

EP2 | N Para muiltiplos de 4, 8, y 25, Multiplicaciones que den 72 8.3
menores o iguales a 100

EP2 N Para nimeros menores o Multiplicaciones que den 72 8.4
iguales a 100

EP3 N Calculo de los divisores de un | Hallar todos los divisores de 84 8.5
numero de dos cifras
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EP3 Descomposicion en factores | Descomponer 84 en factores 8.6
primos de numeros de primos
dos cifras

ESO1 Aplicacion de los criterios de | ¢ Por qué nimeros se puede 8.7
divisibilidad para numeros de | dividir 727 (division exacta)
dos cifras

ESO1 Aplicacion de los criterios de | ¢Por qué numeros se puede 8.8
divisibilidad para nUmeros dividir 2647 (division exacta)
menores que 300

ESO1 Para nimeros menores que 1, | Multiplicaciones que den 0,75 8.9
con parte decimal mdltiplo de 5

ESO1 Para numeros de hasta Multiplicaciones que den 8,25 8.10
cuatro cifras, con parte
decimal multiplo de 5

ESO1 Para nimeros de hasta Multiplicaciones que den 12,75 8.11
cuatro cifras, con parte
decimal multiplo de 25

ESO2 Mjnimo comun divisor de dos | Minimo comun mdiltiplo (56,62) 8.12
nimeros de dos citras Minimo comdn multiplo (56,92)  |8.13

Técnicas sugeridas

8.1.- Primer factor creciente, y permutando: 2x10,
10x2, 4X5,

8.2.- Memorizacion previa

8.3.- Primer factor creciente, y permutando: 2x36, 36x2,
4x18, 18x4...

8.4.- Primer factor creciente, y permutando: 2x36, 36x2,
4x18, 18x4...

8.5.- 2,42, 4, 21,...: aplicar criterios de divisibilidad y pro-
ductos cruzados, de forma creciente

8.6.- 1, 2 (x42, 21), 3 (7), 7: reduccion sucesiva segun
Divisores comunes crecientes, por criterios de divisibilidad

8.7.-1,72,2,36...: aplicar criterios, y productos cruzados

8.8.- 1,264, 2, 132, 3, 88...: aplicar criterios, y productos
cruzados

8.9.- Conversion a: “multiplicaciones que den 75 centé-
simas”
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8.10.- Conversion a: “multiplicaciones que den 825 cen-

tésimas”

8.11.- Conversion a: “multiplicaciones que den 1225 cen-

tésimas”

8.12.- Método de Euclides: Mcd(56, 62-56) = mcd(56, 6)
=mcd(6, 2) =2

8.13.- Reduccion sucesiva segun divisores comunes
crecientes, por crit. de div.: (56, 92), (28, 46), (14, 23)

7.9 Divisiones

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.

EP2 N Dividendo menor o igual a 20 | 12:3 9.1

EP2 N Inversas de la tabla 9.2
de multiplicar (del 12)

EP2 N Aproximacion a la parte entera: | 39:7 9.3
dividendo de dos cifras
y divisor de una

EP2 N Resto para dividendo de dos |Resto de 39:7 9.4
cifras y divisor de una

EP3 N Dividendo de dos cifras 84:6 9.5
y divisor de una (exacta)

EP3 N Aproximacion: dividendo de | 90:13 9.6
dos cifras

EP3 N Dividendo vy divisor de dos 84:12 9.7
cifras

EP3 N Aproximacion: por 10, para 654:10 9.8
dividendo de tres cifras

EP3 N Aproximacion: dividendo de  |456:6 9.9
tres cifras y divisor de una

EP3 N Por 5, para dividendo de tres |265:5 9.10
cifras

EP3 N Dividendo de tres cifras 456:6 9.11
y divisor de una (exacta)

EP3 N Resto para dividendo de tres |650:8 9.12
cifras y divisor de una

EP3 N Resto para dividendo y divisor |90:12 9.13
de dos cifras

EP3 F Simplificacion sucesiva de 24/84 9.14
fracciones con términos
de dos cifras

EP3 F Simplificaciénes parciales de | 48/256 9.15
fracciones con un término
de dos cifras y otro de tres

EP3 D Un ndmero entero entre 27:104 9.16
una potencia de 10
mayor que el
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EP3

Un numero de hasta cinco
cifras, y hasta dos de ellas
decimales, entre una potencia
de 10

23,45:108

9.17

EP3

Expresar en forma decimal
una fraccion con términos de
una cifra

Pasar a decimal 3/4

9.18

ESO1

Progresiones geométricas
(decrecientes) de razdon
inversa de un nUmero menor
que 10 (exactas)

243, 81, 27...

9.19

ESO1

Dividendo de tres cifras
y divisor factorizable de dos

294:14

9.20

ESO1

Fraccion irreductible
equivalente a otra dada,
con términos de dos cifras

24/84

9.21

ESO1

Cociente de fracciones con
términos de una cifra

2/3:4/5

9.22

ESO1

Una fraccion con términos de
una cifra entre un entero

1/4:3

9.23

ESO1

Un entero entre una fraccion
con términos de una cifra

3:2/5

9.24

ESO1

Expresar en forma decimal
una fraccion con denominador
de hasta dos cifras

Pasar a decimal 15/16

9.25

ESO1

Un nimero menor que 1 entre
un entero menor que 10

0,75:3

9.26

ESO1

Un nimero mayor que 1, con
parte decimal de hasta dos
cifras, entre un entero menor
que 10

3,45:3

9.27

ESO1

Un nimero mayor que 1, con
parte decimal de hasta dos
cifras, entre 25

3,75:25

9.28

ESO1

Dividendo de tres cifras y divi-
sor de una, ambos negativos

(-212):4

9.29

ESO1

Dividendo de tres cifras y divi-
sor de una, de signo contrario

(-324):6

9.30

ESO2

Un ndmero menor que 1, con
hasta dos cifras decimales,
entre 0,5

0,85:0,5

9.31

ESO2

Un nimero menor que 1, con
hasta dos cifras decimales,
entre 0,25

0,65:0,25

9.32

ESO2

0,5 entre un nUmero menor
que 1, con hasta dos cifras
decimales

0,5:0,45

9.33

Técnicas sugeridas

9.1.- Evocacion de tabla; o, por alcance, sucesion de mul-
tiplos del divisor

9.2.- Memorizacion previa
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9.3.- Por alcance, mediante multiplos sucesivos del divisor

9.4.- Por alcance, mediante multiplos sucesivos del divisor,
y diferencia al dividendo

9.5.- Por alcance: 84 = 60+24 = 6x10+24 =10 + 24:6 = 10+4

9.6.- Por alcance: 90 = 13x5 +... =5 + (90-65):13 =5 +
2513 = 5+1+... = 6+...

9.7.- Por alcance: 84 = 60 + 24 = 12xX5 + 24 = 12x5
+(12x2) = (5b+2)x12

9.8.- Representacion de escritura: 654:10 = 65 +...

9.9.- Representacion del algoritmo escrito simplificado de
division por una cifra

9.10.- Representacion del algoritmo escrito simplificado
de division por una cifra

9.11.- Representacion del algoritmo escrito simplificado
de division por una cifra

9.12.- Representacion del algoritmo escrito simplificado
de division por una cifra

9.13.- Por alcance mediante multiplos del divisor: 90 =
12X5+... 60430 = 12x5 12X2+...

9.14.- Aplicar criterios de divisibilidad comun para ambos
términos: 24/84 = 12/42 = 6/21 = 2/4

9.15.- Aplicar criterios de divisibilidad comun para ambos
términos: 48/256 = 24/128 = 12/64 = 3/16

9.16.- Regla sobre representacion de escritura (despla-
zamiento de la coma)

9.17.- Regla de desplazamiento de la coma, sobre repre-
sentacion de escritura
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9.18.- Representacion del algoritmo escrito simplificado
9.19.- Divisiones parciales, término a término

9.20.- 294L(2X7) = (294:2):7 = 147:7... (con soporte en
algoritmo escrito para divisor de una cifra)

9.21.- Simplificacion sucesiva, empleando criterios de
divisibilidad: 24/84 = 12/42 = 6/21 = 2/7

9.22.- Convertir en multiplicacion por el inverso: 2/3x5/4
9.23.- 1/(4x3); Aplicacion a caso particular

9.24.- Convertir en multiplicacion por inverso: 3x5/2 =
(3x5)/2

9.25.- Representacion del algoritmo escrito simplificado

9.26.- 75:3 centésimas: operar como enteros (;pasar a
escritura?)

9.27.- 345:3 centésimas: operar como enteros (¢ pasar
a escritura?)

9.28.- 325x4:100 centésimas: operar como enteros
(¢, pasar a escritura?)

9.29.- Aplicar regla de los signos y operar como numeros
positivos: 212:4

9.30.- Aplicar regla de los signos y operar como numeros
positivos: 324:6

9.31.- 85X2 centésimas: operar como enteros (¢ pasar a
escritura?)

9.32.- 65x4 centésimas: operar como enteros (¢ pasar a
escritura?)

9.33.-100L45X2) : operar como enteros (¢,pasar a escritura?)
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7.10 Descomposiciones en cociente

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.

EP2 N Para nUmeros de una cifra, Divisiones que den 6, con 10.1
con dividendo menor que 30 | dividendo menor que 30

EP2 N Para multiplos de 2, 4,y 5 Divisiones que den 16, con 10.2
menores que 100 dividendo menor que 100

EP2 N Para 8, 12, y 25 con dividendo | Divisiones que den 24, con 10.3
menor que 100 dividendo menor que 100

EP3 D Conversion en fraccion entera | Expresar 0,215 como fraccién 10.4
de un nimero menor que 1, de
hasta con tres cifras decimales

EP3 D Conversion en fraccion entera | Expresar 2,25 como fraccion 10.5
de un nimero mayor que 1,y
hasta con dos cifras decimales

ESO1 | N Aplicacion de los criterios de | ¢Por qué numero es divisible 2347 |10.6
divisibilidad para numeros
de hasta tres cifras

Técnicas sugeridas

10.1.- Mu

tiplos crecientes de 6: 6:6, 12:6, 18:6

10.2.- Mdltiplos crecientes de 16: 16:16, 32:16, 48:16...

10.3.- Mdltiplos crecientes de 24: 24:24, 48:24, 72:24...

10.4.- Recurso a lectura correcta

10.5.- Representacion de escritura

10.6.- Representacion de escritura

7.11 Potencias

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.
ESO1 | N Cuadrados de numeros menores que 20 | 122 111
ESO1 | N Cuadrados de multiplos de 5 de dos cifras | 402 11.2
452 1.3
ESO1 | N Cubos de numeros menores que 10 68 11.4
ESO1 | F Cuadrado de una fraccién con términos | (3/5)2 115
de una cifra
ESO1 | F Cuadrado de una fraccion con términos | (13/25)? 11.6
menores que 30
ESO1 | F Cubo de una fraccion con términos de (8/5)3 1.7
una cifra
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ESO1 | D Equivalencia con potencias negativas $A cuanto equivale | 11.8
de 10 10-87
ESO1 | D Cuadrado de un nimero de hasta dos 1,562 1.9
cifras, con al menos una de ellas decimal
ESO1 | D Cubo de un nimero menor que 1 con 0,68 11.10
s6lo una cifra decimal
ESO1 | Z Cuadrados de base entera menor que 20 | (-15)? 11.11
en valor absoluto
ESO1 | Z Cubos de base entera menor que 10 en | (-6)3 11.12
valor absoluto
ESO2 | N Cuadrados de numeros de dos cifras, 432 11.18
con cifra de las unidades menores que 5
ESO2 [N Cuadrados de nuimeros de dos cifras, 472 11.14
con cifra de las unidades mayor que 5
ESO2 | N Potencias de 2, hasta 216 210 11.15
28 11.16
ESO2 | N Aproximacion (hasta la unidad de orden 56 1117
superior) de potencias de base y
exponente menores que 10
ESO2 | N Aplicacion de la descomposicion aditiva | 45 11.18
del exponente, para bases menores
que 10
ESO2 | N Aplicacion de la descomposicion 46 11.19
multiplicativa o sustractiva del exponente,
para bases menores que 10
ESO2 | N Aplicacion de la descomposicion 143 11.20
multiplicativa o en cociente de la base,
para bases menores que 10 158 11.21
ESO2 | Z Potencia de exponente -1,-2, 6 -3 de una | 2-3 11.22
potenciade 2 6 5

Técnicas sugeridas

11.1.- Memorizar; recurso a productos

11.2.- 4x4X(10x10)

11.3.- 4X(4+1)x100+25 = 20_25: segun férmula singular

11.4.- 62(x6), con soporte verbal

11.5.- 32/52; aplicar regla

11.6.- 132/252; aplicar regla

11.7.- 38/53: aplicar regla

11.8.- Convertir en fracciéon entera: 1/1000
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11.9.- Convertir en fraccion entera: (15/10)2 = 152/100
11.10.- Convertir en fraccion entera: (6/10)3 = 63/1000

11.11.- Aplicar regla de signos y operar como nUumeros
positivos

11.12.- Aplicar regla de signos (signo de la base) y operar
COMO NUMeros positivos

11.13.- (40+3)2 = 402+2X3x40+32 = 16x100+2x3x40+9
11.14.- (560-3)2 = 502-2X3x50+32 = 25X100-2X3x50+9
11.15.- Memorizar: 1024; representacion de escritura

11.16.- Productos sucesivos o divisiones sobre 210=1024,
y soporte representacion de escritura

11.17.- Productos sucesivos aproximados, con soporte
en representacion de escritura

11.18.- 43+2 = 64x16

11.19.- 49¢ = (432 = B42
11.20.- (7X2)3 = 73x23 =343x8
11.21.- (30:2)8 = 302:23

11.22.- Aplicar regla de equivalencia de exponentes
negativos: 1/(23)

7.12 Raices cuadradas

Nivel | Dom. | Tipo Ejemplos
Num.
ESO1 | N De numeros de dos cifras (exacta) \/64 121
ESO1 | N Aproximacion por defecto y por exceso: de| \/71 12.2
numeros de dos cifras
ESO1 | F De una fraccion con términos de dos cifras | \/49/81 12.3
(exacta)
ESO2 | N Aproximacion de nimeros de tres cifras \/468 12.4
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ESO2 De un numero menor que 1, con hasta \0,79 12.5
dos cifras decimales

ESO2 De un numero menor que 1, con hasta \/0,079 12.6
cuatro cifras decimales

ESO2 De un numero menor que 10, con hasta \/753 12.7
dos cifras decimales

ESO2 Aproximacion hasta las décimas, de 7,53 12.8
cantidades menores que 10 y hasta dos
cifras decimales

ESO2 | Z Ambas raices cuadradas exactas de +V49 12.9
numeros menores que 100

Técnicas sugeridas

12.1.- Recurso a lista memorizada de cuadrados
12.2.- Sucesion creciente de cuadrados

12.3.- Aplicar regla, y recurso a sucesion creciente de
cuadrados

12.4.- Aproximacion creciente: decenas, unidades al 5, y
aproximacion entre éste y la decena inmediata...

12.5.- Considerarlo como fraccion de centésimas:
\/79/100 = V79/VV100 = 8,.../10 = 0,8...

12.6.- Considerarlo como fraccion de diezmilésimas:
\/790/10000 = VV790/VV10000 = 28,.../100 = 0,28...

12.7.- Reducirlo a centésimas, con resultado en décimas,
y operar con enteros

12.8.- Reducirlo a centésimas, con resultado en décimas,
y operar con enteros

12.9.- Aplicar regla al resultado natural
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8. PEQUENA LUDOTECA

A titulo ilustrativo, y con la esperanza de que sirva de suge-
rencia a profesores y padres, se ha recogido aqui una serie
de juegos-tipo sencillos de llevar a la practica con estudian-
tes ciegos o deficientes visuales. En verdad, no se trata de
juegos adaptados, sino de juegos adecuados y de aplicacion
inmediata.

El criterio de seleccion ha sido bien simple: facilidad de
puesta en practica. De alguna forma que no precisaran de
materiales o0 piezas especiales, 0 que exigieran algun tipo de
adaptacion por falta de vision suficiente.

Asi pues, no se encontrara ninguno de la variadisima
gama de juegos de ordenador o play-station. Tampoco de
los que precisan tablero o fichas escritas. Y bien a mi pesar,
pues muchos de ellos favorecen el desarrollo de otras capa-
cidades: lectura de cantidades y expresiones matematicas,
exploracion haptica o visual, globalizacion de situaciones
espaciales 0 de estados del juego, diseno de estrategias de
ataque-defensa... Como se indicaba al final del Capitulo 3,
se carece de software accesible, y la adaptacion o produc-
cion de materiales implica dedicacion de tiempo y medios no
siempre disponibles.

Se han evitado también los juegos que tan soélo emplean
dados. Un dado parlante! podria sustituir en buena medida
un dado ordinario, dos o tres, por lanzamientos sucesivos
(aunque no siempre...) Las fichas de domind o los naipes de
la baraja espanola, mucho mas corrientes, pueden utilizarse
también como elementos generadores de azar, con valores
nUMEricos muy variados.

Al entender que también deben y pueden cultivarse des-
trezas matematicas previas al calculo en si mismo, se inclu-
ye un pequeno grupo destinado al ejercicio y desarrollo de
capacidades de representacion interior, expresivas y de

1 Dado parlante: ver catdlogo del CIDAT, Centro de Investigacion y
Desarrollo de Ayudas Tiflotécnicas; ONCE-Madrid.
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memoria numeérica. Algunos, que serian ramplones gjercicios
combinatorios con lapiz y papel, al tener que realizarlos sin
su auxilio, se tornan ocasion para el desarrollo de capacida-
des utiles en calculo mental.

Las anotaciones de puntos o niumeros de cualquier tipo
Nno sera preciso escribirlas. Sin embargo, a pesar de esta
voluntad de subrayar la completa autonomia inmaterial de
los juegos, la utilizacion de instrumentos de escritura y otros
elementos auxiliares (fichas, botones, legumbres, etc.) con-
tribuye a darles variedad.

Cuando en alguno de los enunciados 0 sus variantes se
haga referencia a paréntesis, debe entenderse que serian
paréntesis matematicos, no los paréentesis auxiliares braille,
exigidos al intentar plasmar por escrito la cadena de opera-
ciones propuesta.

De las variantes

Los juegos-gjercicio se presentan, por lo general, enuncia-
dos con unos parametros iniciales. Basta modificar éstos,
para obtener variantes del mismo juego que alterarian su
duracion y dificultad en aspectos diversos. Incluso es conve-
niente que, en una segunda fase, los valores se dejen a la
discusion y eleccion de los jugadores, fijlando las reglas de
nuevos juegos. No obstante, tras el enunciado, se ofrecen
algunas variantes-modelo del correspondiente juego.

Como ejemplo del efecto producido por la modificacion
de los parametros del enunciado inicial, tomemos La magia
de un ano:

JEn qué ario Colon descubre Ameérica? Con las cifras de
ese afio, operando con ellas y sin repetirlas, construir nume-
ros comprendidos entre el 30 y el 40. Un punto por cada
uno.

1.- Eleccion de las cifras. Desde formulas de predeter-
minacion: en qué afno nacio tu hermano mayor, llego un
hombre a la Luna... que permiten prever las cifras a em-



136 DEL CALCULO MENTAL

plear; hasta otras aleatorias: /os jugadores dicen cuatro
cifras al azar, se extraen cuatro naipes de una baraja (valo-
res convencionales para 8 y 9), se abre un libro por dos
paginas y se toman las dos ultimas cifras de cada una...
Aunque de forma dificiimente controlable, influirian en la
dificultad.

2.- Rango de los resultados. Entre el ... y el ... En el enun-
ciado se menciona el intervalo (30, 40); la variacion puede
muy bien extenderse a decenas de numeros de dos cifras:
(50, 60), (13, 23)...; 0 (-5, b), si se trabajan los numeros ente-
ros; o (0, 1) para décimas, si se recurre a 10os numeros con
coma... Es decir: se dispondria ya de una coleccion amplisi-
ma de problemas. En funcion de las cifras a operar y de los
otros condicionantes, podrian quedar limitados los resulta-
dos a obteneren cada intervalo.

3.- Empleo obligatorio o no de las cuatro cifras. Que dupli-
caria las variantes.

4.- Pudliendo o no formar ndmeros con dos cifras yuxta-
puestas. ldem.

5.- Limitacion en las operaciones a emplear. En varios
aspectos:

Fijando operaciones: solo con sumas y restas, solo se
puede multiplicar y restar, pueden emplearse factoriales... En
niveles mas elevados darian lugar a mas de un centenar de
variantes (!!).

Al hablar de operaciones, se ajustarian a las conocidas
por los alumnos hasta el momento. Pero las cuatro operacio-
nes aritméticas tradicionales pueden ampliarse con la poten-
ciacion y raiz cuadrada, por supuesto, y -;,por qué no?- con
la factorial de un ndmero (!).

Prohibiendo alguna operacion: no se puede dividir, la raiz
cuadrada no la consideramos operacion... Para el caso de
una sola prohibicion, en los niveles mas elevados originarian
siete variantes (+, -, X, ;, p9, I, V).
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Pudiendo o no repetir operaciones; o repitiendo como
mucho una de ellas, una sola vez... Con lo que las variantes
quedarian multiplicadas por cuatro.

Algunas de estas limitaciones vienen impuestas por el
nivel educativo, cual es el caso de las potencias y raices, 0
de la misma division.

6.- Tiempo de respuesta. En ... (3, 5) minutos, para ma-
nana...

7.- Formula de atribucion de puntos, un punto por cada
numero, o un punto al primer numero, dos al sequndo, tres
al tercero...

En resumen no es exagerado afirmar que podrian asi
establecerse condiciones que dieran lugar a varios millares
de enunciados diferentes, de dificultad y atractivo también
distintos.

Para no aumentar innecesariamente estas paginas, he
preferido presentar las variantes bajo un mismo enunciado
base, dejando al profesor o monitor la tarea de fijar los para-
metros mas adecuados a las circunstancias y nivel del o de
los estudiantes.

Por lo general, se presentan como juego para varios juga-
dores, con un mayor ingrediente de competitividad, desafio
y estimulo para la propia superacion, medida del progreso
personal, etc. Pero faciimente se transforman en solitarios
(pasatiempo) o en juegos para un solo jugador (bajo la direc-
cion de un juez).

Cuando participen mas de dos jugadores, y si no se
advierte otra cosa, se disponen en circulo o cadena cerrada,
con un orden de participacion claramente establecido. Es
muy importante saber en cada momento quién precede y
quién sigue a cada cual, pues no sera extrano se produzcan
eliminaciones a lo largo de la partida. Para cada jugada hay
un jugador de cabeza, que inicia €l juego, y que ira rotando
segun el orden establecido. De ordinario, una partida abar-
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cara, si es posible, una ronda completa, en la que todos los
jugadores hayan ejercido de cabeza.

Los contextos o escenarios que configuran los enuncia-
dos deben tomarse con muchas reservas... Simplemente:
me parecia descarnado un enunciado abstracto, solo referido
a numeros y operaciones. Si alguno resulta alejado a los inte-
reses del alumno o chirria en algun aspecto, culpese a las
prisas y a mi inadvertencia; se ruega sustitucion.

No dudo que el lector, con su imaginacion y pericia,
puede sugerir una pléyade de nuevos juegos, 0 tenga noticia
de otros, publicados en manuales, antologias, revistas, alma-
naques... Si los difunde, quedamos agradecidos todos los
mat-jugadores y la Matematica Recreativa en general.
(jLastima no haberlos conocido antes!)

Suerte, que seas un buen jugador, mejor cada dia.
A) Sucesiones
1 Tropiezos. El primer jugador dice un numero entre 10 y 20,
por turno, se van sumando dos unidades. Quien se equivoca
tropieza y se detiene hasta que tropiece el que le precede. El
juego se termina cuando se alcanza la cumbre del 90. Cada
jugador se anota tantos puntos como veces haya participado.
La partida se completa con la ronda de empezar. Gana la
partida el jugador que alcance mayor puntuacion.

Variantes:

a) A partir del ...., teniendo como cumbre €l ....

b) Zancadas de 3, 4... unidades; 1, para los mas pequenos.

c) En descenso, restando.

d) Cambiando el sentido de la marcha en cada tropiezo,
sin interrumpir la participacion.

e) Con zancadas decimales (0,2, 0,6...)
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2 Pin?. Los jugadores, seguin su orden, van diciendo niime-
ros correlativos: 1, 2, 3, 4,... Cuando corresponde decir un
numero que termine en 7 (17, 27, etc.) o multiplo de 7 (14, 21,
28...), dird en su lugar “pin”, y cambiara el sentido de la marcha
numerica; es decir: el siguiente nimero sera dicho por el
mismo que dijo el anterior al pin. Queda eliminado el jugador
que se equivoca por omitir un “pin” o decirlo indebidamente,
por intervenir a destiempo, 0 No respetar el sentido de la mar-
cha...; también por tardar un tiempo prudencial en intervenr.
La cadena se recompone, restableciendo el orden anterior. Se
reinicia la cuenta a partir de 1, tras cada interrupcion o elimi-
nacion, desde el ultimo jugador interviniente y en el sentido
que traia el juego. Cada jugador se anota tantos puntos como
jugadores hayan sido eliminados hasta él -inclusive).

(Conviene determinar de antemano si el 7 y el 77 son “pines”
sencillos o “pin-pin”, sin alterar el sentido del recuento.)

Son altamente emocionantes las finales 0 mano a mano
entre los dos ultimos jugadores. No es dificil entonces sobre-
pasar la centena, obligando a un rapido esfuerzo de calculo.

Variantes:

a) El juego del “pan2: con el 8, 9, 6... (Con el 10y el 5
resulta mucho mas sencillo, adecuado a los primeros
niveles.)

b) Pin-pan: con el 7 y el 5; cuando corresponda a multiplo
de 5 se dice pan; cuando multiplo de 7 y 5 (35), pin-pan,
y no cambia el sentido de la marcha.

2 Debo confesar que este juego, que luego he hallado muy difundido en
ciertos ambientes infantiles y juveniles, no fue conocido por mi hasta
pasados los veinte afnos. Se trataba, en aquella ocasion, de un grupo de
estudiantes universitarios, viajando en tren, dispuestos a hacer mas lle-
vadero el tiempo que tan lento parecia discurrir, sin juego alguno o libro
que llevarnos a las manos. Lo abandonamos al cabo casi de una hora,
demostrado que el campedn en cada partida solo podia ser uno de dos,
0 a lo sumo tres de entre todos los excursionistas; ciertamente, eran
campeones: en calculo y, sobre todo, en reflejos. aunque también en
astucias.
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¢) Con eliminatorias previas, para grupos de 3 6 4 alumnos.

3 Despertando cucos3. Se fija donde (para qué nimero)
se encuentran los cucos; se corresponderan con los nime-
ros terminados o mdltiplos de ese valor (7, por ejemplo).

Para cada jugada se determina: el nimero de salida y la
longitud de los pasos (p. €j.: 3y 6, respectivamente). Puede
hacerse por azar o decidirlo el jugador primero.

Por orden, cada jugador suma un paso al numero canta-
do (o encubierto) por el anterior; si resulta ser un “cuco”, dira
“cucu” (9, 15, cucu, 27...) El jugador que responda incorrec-
tamente -0 que se demore en exceso- queda eliminado,
anotandose tantos puntos como jugadores se hayan retira-
do hasta el momento (él incluido). Se rehace la cadena en
ese lugar, y se reinicia el juego en el jugador siguiente.

Variantes:
a) Los “cucos” cambian el sentido de la rueda.

b) No se retira el jugador que se equivoque: simplemente,
se anota un punto negativo.

c) Confrontacion por parejas cruzadas.

d) Partir de un numero comprendido entre 90 y 100, y
proceder por restas.

e) Pasos de décimas o centésimas, con cucos en los
numeros enteros.

4 [a escalera.- Por sorteo 0 acuerdo, se determinan: el
numero de salida, la altura a alcanzar y el maximo de esca-
lones a subir por jugada. Cada jugador, por turno, sube
cuantos escalones desee, a partir de donde quedo el juga-
dor anterior, en numero menor o igual que el maximo acor-
dado -pero siempre alguno- indicando en que escaldn

3 Puede considerarse como una generalizacion o variante del Pin.
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queda. El jugador que se equivoque -que suba mas de los
escalones permitidos- es eliminado. Gana el jugador que
antes llegue y cante el total previsto.

Variantes:

a) Partir de 0.

b) Puntos de partida y llegada prefijados para el cam-
peonato.

c) La escalera que baja.

d) Maximo de fichas a aportar diferente para cada jugador.

e) Pierde el jugador que alcance el total previsto.

5 La piramide. El jugador a quien corresponde la salida
propone un numero menor que 10. Cada jugador multiplica
por 2 el resultado obtenido por el anterior. Queda eliminado
el jugador que no lo consiga -por error 0 demora excesiva-,
reiniciandose la piramide por el jugador siguiente; hasta que
quede un Unico jugador.

Variantes:

a) Piramides del 3, del 4...

) NUmero inicial menor que 1, o con parte entera y decimal.

C) Piramides decrecientes: a partir de un niumero de tres
cifras (dos o cuatro), dividiendo por 2 (3, 4...)

d) Piramides fraccionarias: multiplicando por 2/3, 3/5, etc.
B) Construccion de expresiones numeéricas
6 Permutaciones. Se propone un numero entero de tres
cifras distintas. Cada jugador, por turno, dice un numero for-

mado por las mismas cifras, pero en orden distinto de los
anteriores. Se anotan un punto positivo los jugadores que lo
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consigan o el que descubra que se han agotado las permu-
taciones; un punto negativo quienes repitan.

Variantes:

a) Numeros de cuatro, cinco cifras.

) Numeros con soélo parte decimal, o parte entera 'y decimal.
¢) Un punto al primer numero, dos al segundo...

d) Poner condiciones a los numeros (divisible o no por 2
6 4, menor/mayor que... etc.)

7 El numero que crece. Cada jugador dice un numero
anadiendo una cifra al numero del jugador anterior, con la
condicion de que no se repitan cifras. Si lo consigue, se
anota un punto; si se equivoca o retrasa, pasa el turno al
jugador siguiente, hasta que se reconoce la imposibilidad de
anadir mas cifras.

Variantes:

a) Fijando el lugar a ocupar por cada nueva cifra: al prin-
cipio, al final o en medio.

b) Con la condicidon de distinta paridad para cifras con-
tiguas.

¢) Fijando el numero maximo de cifras.
d) Prohibiendo cifras.

e) Determinando las cifras a emplear y el nUmero de cifras,
y levantando la condicion de cifras diferentes.

f) Con la condicion de que la nueva cifra se situe alterna-
tivamente al principio y al final.

g) Cada jugador se anota tantos puntos como cifras tenga
el nimero que propone.
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8 Crecer hecho un lio. Cada jugador dice un numero con
una cifra mas que el del anterior, sin que haya dos cifras
iguales y tal que las cifras se encuentren en orden distinto.
Se anotara tantos puntos como cifras formen el nimero.

Variantes:
a) Un punto por niumero construido.

b) Pueden repetirse cifras, hasta un nimero total determi-
nado (6, por ejemplo).

c) Numeros menores que 1.
d Los numeros pueden contener parte decimal.

9 Crecer cabeza abajo.- Cada jugador dice un numero
que contenga las mismas cifras que el del jugador anterior,
pero en orden inverso y anadiendo una cifra mas, distinta de
las otras. Si lo consigue, se anota un punto; si se equivoca
0 no lo logra en un tiempo prudencial, pasa al jugador
siguiente.

Variantes:

a) El jugador se anota tantos puntos como cifras tenga el
numero construido.

b) Pueden repetirse cifras, hasta un total predeterminado
(6, por ejemplo).

¢) Numeros menores que 1.
d) NUmeros con parte decimal.

10 El orden protegido. Se propone un numero entero de
cuatro cifras distintas. Cada jugador, a su turno, propone un
orden de unidades; los restantes, preparan otro nimero que
conserve la cifra de ese orden y permutan las otras. El pri-
mero que diga su numero correcto, recibe dos puntos; los
demas, uno, si son correctos.
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Variantes:

a) Numero propuesto de tres, cinco, seis cifras.

b) Fijar dos ordenes de unidades.

c) ldem, cambiando las otras cifras, sin repeticién.

d) NUmeros menores que 1; o con parte decimal.

11 Muertos y heridos. Por turno, un jugador ejerce el
papel de castellano o defensor de la plaza, y piensa un
numero entero de cuatro cifras no repetidas. Los restantes,
van proponiendo numeros de cuatro cifras distintas; los
aciertos de cifras en su orden de unidades son contabiliza-
dos como muertos; las cifras incluidas en el nUmero pensa-
do en orden distinto, como heridos. El juego continta hasta
que uno de los asaltantes consigue acertar el nimero, ano-
tandose un punto.

Variantes:

a) Se admite el 0 como primera cifra.

b) Numeros de 3, 5, 6 cifras.

c) Poner alguna condicion de divisibilidad para el numero

pensado y los propuestos: divisibles por 4, no divisibles

por 9, etc.

d) El jugador que no acierte ninguna cifra queda elimina-
do hasta el siguiente numero.

e) Numeros menores que 1.
f) NUmeros con parte entera y decimal.
C) Construccién de niumeros mediante operaciones

12 El principe que prohibio una cifra. Un principe tenia seis
dedos en una mano. Sus enemigos dieron en burlarse de él:
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cada vez que tenian que pagar alguna cantidad que llevara un
6, decian “jprincipe!”; como, por ejemplo: dieciprincipe (16),
principenta y dos (62), principentos (600)... Asi que prohibid
bajo pena de multa “que nadie escribiera o dijera cantidad nin-
guna que llevara un 6”. Si fuéramos de visita a ese pais,
¢,cOmMo nos las arreglariamos (mediante qué operaciones) para
decir 67 jExiste mas de una forma? Y 167 ;Y 617 ;Y 667

Variantes:
a) “El principe que tenia alergia al ...” (cifra prohibida: 8, 9, 1...)

b) En 2 minutos, decir operaciones que den como resul-
tado... sin emplear la cifra del ... Por cada una, un punto.

c) En ... minutos, escribir el ... sin emplear el... (cifra prohibi-
da). Al jugador que lo consiga con menos signos, 3 puntos;
al siguiente, 2; a los restantes, 1; quien no lo consiga, O.

d) i[dem, con menos operaciones.

e) ¢ Como obtener también precios con céntimos: 1,60,
6,60...7

13 El principe que se enamord del 5. Erase una vez un
pequeno principe que, al empezar a conocer los nUmeros, se
hizo muy amigo del 5; quizas, porque son los dedos que nor-
malmente tenemos en cada mano y en cada pie. Ademas, lo
conocié cuando tenia cinco anos. Y tenia cinco amigos, comia
cinco veces al dia, se levantaba a las cinco, sdlo decia frases
con cinco palabras... Lo malo fue que, cuando llego a ser rey,
dispuso que solo se pudieran decir y escribir cantidades
empleando el 5; jy menudo problema para sus subditos!...
Pero a un chico de tu edad se le ocurrié una idea fantastica:
hacer operaciones empleando la cifra del 5. ;Y sabes qué
paso?... ;,Se podran obtener asi todos los numeros?... ; Serias
tu capaz? (Por lo menos, consiguelos hasta el 20.)

Variantes:

a) Los numeros entre ... y ...
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b) La expresion que emplee menos cincos para obtener tu
edad.

c) Sacar un numero al azar (la pagina por la que se abre
un libro, por ejemplo), y construirlo operando con cincos.
El primer jugador que lo logre se apunta un tanto.

d) idem, en un minuto; el que lo consiga con menos cifras
se anota tantos puntos como jugadores haya, el segundo
uno Menos, etc.; los que no lo consigan No se anotan nada.

e) Determinar previamente las operaciones permitidas; o
prohibir alguna.

f) Con el 3, con el 6, con el...

g) ¢Y los precios con una sola cifra entera y otra decimal:
1,50, 3,6...7

14 Dos cincos. ¢ Qué numeros se pueden obtener emplean-
do solamente dos cincos?

Variantes:

a) En ... minutos.

b) Un punto por cada numero que se vaya diciendo.

c) Con tres cincos.

d) Con dos ... (4, 6, 3..)

15 Las dos cifras del destino. Se abre un libro por una pagi-
na cualquiera. Con las dos ultimas cifras de esa pagina, ;qué
numeros se pueden obtener empleando solamente esas dos
cifras? Un punto por cada nimero, tres puntos para el mayor.

Variantes:

a) Con las dos cifras del dia del cumpleanos de los juga-
dores.
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b) En ... minutos.
c) Con las tres cifras del numero de la pagina.

d) Fijando o no operaciones, prohibiendo alguna, pudien-
do o no unir cifras...

16 Tresydos. Los jugadores proponen tres cifras y dos
operaciones. Con sdlo ellas, obtener el nUmero mayor.

Variantes:

a) Pudiendo o no elegir cifras de entre las tres dadas (con
repeticion).

b) [dem, operaciones.

¢) Pudiendo unir las cifras formando nimeros, y prescin-
diendo de alguna operacion (o de las dos).

d) EI menor niumero.

e) El nUmero mas préximo a ...

17 Cincocincos. El jugador de cabeza propone un numero
menor que 100; los restantes intentan construirlo empleando
cinco cincos. El primero que lo consiga recibe un punto.

Variantes:

a) Los numeros entre ... y ...

b) En... minutos: un punto al jugador que diga el primer
numero, dos por el segundo, tres por el tercero...

c) Pueden o no emplearse cantidades formadas por dos
0 mas cincos (55, 555..))

d) Pudiendo o no repetir las operaciones.

e) Determinar previamente las operaciones permitidas o
prohibir alguna.
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f) Con cinco ... (3, 4, 6...)

g) iMas dificil todavial: con cuatro cincos (treses, cuatros,
seises...)

h) Pueden proponerse numeros fraccionarios o con coma.

18 La magia de un afio. ;jEn qué ano ... (se descubrid
América, nacio tu hermano mayor, se inauguro el colegio...)?
Con las cifras de ese ano, operando con ellas y sin repetir-
las, construir nimeros comprendidos entre el 30 y el 40. Un
punto por cada uno.

Variantes:
a) Entre el ...y el ...
b) Utilizando obligatoriamente las cuatro cifras.

¢) Pudiendo o no formar niumeros con dos cifras yuxta-
puestas.

d) Fijando operaciones, prohibiendo alguna, pudiendo o
no repetirlas...

e) Los jugadores dicen cuatro cifras al azar.
f) Obtener el 0,5, el 1,4..., 1/3, V2...

19 La clave desintegradora. Mi amigo Vifu me enseno
en cierta ocasion que ibamos de viaje un juego que
acostumbraba con sus alumnos de 12- 13 anos en las
excursiones por carretera. Mas o menos, consistia en 1o
siguiente:

“Hay automovilistas osados, que nos adelantan sin saber
que Somos Magos, poseedores de poderes magicos. Bastaria
que encontrasemos la clave de su numero de matricula 'y su
automovil se desintegraria instantaneamente, dejandole en
medio de la carretera sin carroceria, sin motor, sin asientos,
sin volante: jvaya sorpresal



PEQUENA LUDOTECA 149

¢Que cudl es la clave? Te la revelaré, ya que eres amigo
mio. Es muy sencilla: basta con encontrar los signos de ope-
racion que, interpuestos entre las cifras de la matricula, con-
duzcan a un resultado nulo. Los paréntesis puedes emplear-
los como y dénde quieras. Las cifras puedes tomarlas de una
en una o agrupadas; lo importante, lo decisivo, es que el resul-
tado sea cero. jAh!: y no modifiques el orden de las cifras.

Hay una condicion y un peligro. La condicion es que des-
cubras los signos antes de que el coche desaparezca de tu
vista o te adelante otro; de lo contrario, estas expuesto a
que otro automovilista lo use contigo o incluso él mismo, si
se da cuenta de que lo observas. El peligro es que si la
combinacion de operaciones que propones es falsa, podria
ocurrir que fuera nuestro coche o autocar el que desapa-
reciera.

Veamos cuantos coches es capaz de desintegrar cada
uno, apuntandose la desintegracion el primero que lo diga.
Si falla, amén del riesgo que corremos todos de quedarnos
tirados, se le quita un punto.

De lo que deduzco que, si nos adelanta el coche matricu-
la M-5459- JW, una buena clave podria ser: 5-(45:9).

El camion BI-1723 DZ, desapareceria con 1-7+(2X3) aunque
le sobraran los paréntesis.

Pero necesitamos ayuda: jnos adelantd VA-3017 CC, y no
somos capaces de disolverlo!

Variantes:

a) No se hace cuenta de los paréntesis; 0 no estan per-
mitidos.

b) Condicionar las operaciones a emplear: cuales si, cuales
no, con o sin repeticion.

c) No se permiten cifras yuxtapuestas para formar canti-
dades.
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d) Cantidades de tres o cinco cifras.

e) Igualar a... (cifra prevista 0 a indicar en cada momento
por la madre).

20 EI monolito. En las afueras de una antigua poblacion
habia un monolito con numeros grabados: 111, 222..., 999.
Le llamaban La piedra del 6. Segun parece, tuvo pintados en
tiempos ciertos signos de operaciones -hoy desaparecidos;
quizas también paréntesis-, de forma que el resultado era
siempre 6. ¢Podrias tu volver a poner esos signos?

Variantes:

a) Adjudicar un punto por cada expresion correcta.
b) Incluir la inscripcion 000 (empleando factoriales).
c) El monolito del 3, del 2...

d) Expresiones de cuatro cifras.

e) El monolito del 0,5 (del V2...)

21 Desvelar el secreto. El guardian piensa un numero
entero que solo él conoce (puede anotarse en secreto). Los
restantes, por orden, le proponen multiplicarlo y después
sumar valores enteros a eleccion de cada jugador (no se
pueden repetir los operadores del anterior). El primero que
descubra el numero secreto se anota tantos puntos como
jugadores intervengan en el juego, un punto menos por cada
intento. Si no lo logra ninguno, se los anota el guardian del
secreto, tras revelarlo: si cometio error al dar el resultado, no
s6lo no consigue nada, sino que pierde un punto de los que
tuviera.

Variantes:
a) Condiciones para el numero secreto.

b) Condicionar los valores a multiplicar y sumar.
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c) Operaciones a las que se somete el numero secreto.

22 El numero fantasma. Cada jugador, por turno, piensa
un numero entero de tres cifras (puede anotarse en secre-
to). Los restantes, también por turno, proponen nUmeros o
cuestiones acerca de su naturaleza que deberan ser res-
pondidas como “si” 0 “no”. El jugador que acierte el nimero
se anota la diferencia en puntos entre 10y las preguntas for-
muladas hasta el momento, 1 punto, al menos. Si al cabo
de 10 preguntas no se ha logrado, el carcelero se anota los
10 puntos, salvo que se descubra que respondid incorrec-
tamente alguna de las cuestiones.

Variantes:

a) Determinar los tipos de preguntas (“mayor/menor”,

tE N1 » o«

“par/impar”, “empieza o termina por...”, “incluye un...”, “divi-
sible por...”, “primo”, “potencia de...”). O prohibir alguna:
“no se puede preguntar sobre las cifras que lo forman”. ..
b) Numeros de dos, cuatro, cinco cifras.

¢) Numeros menores que 1.

d) NUmeros con coma.

e) En lugar de preguntas: cada ... (20, 30) segundos, el
carcelero del numero fantasma suelta una pista, hasta 10.

23 La diana. Con los numeros 2, 22, 33 y 333 -y solo
ellos- aproximate lo mas posible al 100, utilizando los signos
de operaciones que quieras. (Tantos puntos como jugadores
al que mas se aproxime, dos al siguiente, etc.)

Variantes:

a) Sin repetirlos.

b) Empleando los cuatro.

c) Puedes usar paréntesis.



152 DEL CALCULO MENTAL

d) Sin repetir operaciones.

e) Cambiando el numero-diana.

f) Cambiando los numeros-dardo.
D) Cadenas

24 Tenis matematico. Raquetas: mentes matematicas.
Pelota: el resultado a obtener de cada operacion planteada
sobre el resultado anterior. Campo...: el ambito numeérico
que se determine con las limitaciones -que hagan visibles /a
red vy las lineas-.

En cada game o juego, se denomina servicio al jugador
que aporta el valor inicial y comienza la cadena de operacio-
nes; resto al contrincante.

Con un poco de fantasia, podriamos hablar de las jugadas:
los passing-shots y los drives, de las sumas; los reveses y
dejadas, de las restas; los lobs, de las multiplicaciones; los
smash, de las divisiones...

La pelota caera fuera si el resultado queda fuera del dominio
numérico predeterminado independientemente de la res-
puesta: el fallo fue del lanzador, que propuso una operacion
con resultado inadecuado. Si es incorrecta la respuesta, la
pelota dio en /a red.

El tiempo disponible por cada jugador para devolver la
pelota al otro campo: debe bastar el buen sentido; si es
necesario se nombra un juez de silla; incluso crondmetro en
mano, Si es preciso.

El sistema de puntuacion puede muy bien ser el mismo
del tenis ordinario: cero o nada, quince, treinta, cuarenta,
justs, ventaja... juego o0 game, set, match; pelota de set,
pelota de match, jvictorial... Si se alarga demasiado, se
acorta a tres o cuatro juegos por set.

Reglas de juego:
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a) Si no se ha determinado para todo un campeonato,
antes de iniciar el partido se fija el dominio de valores
numMeEricos y el minimo y maximo que pueden alcanzarse
con los calculos. Asimismo, deben determinarse qué ope-
radores podran actuar.

b) Por turno, un jugador actua como servicio mientras
dura un game o juego, proponiendo la operacion inicial
para cada punto.

c) Cada jugador debe dar el resultado sobre la operacion
propuesta por el otro y enuncia un nuevo operador.

d) Los errores podran ser apreciados tanto por el otro
jugador como por el juez de silla, si lo hubiere. Un error
supone la interrupcion del juego y la anotacion del punto
al jugador contrario.

Variantes:

a) Segun el nivel de calculo de los contendientes y la prac-
tica que se pretenda, se seleccionan operadores mas o
menos dificultosos: de dos cifras, negativos, etc.; o cam-
pos menos frecuentados: entre 150 y 300, entre -200 y
200, etc.

b) Partidos de dobles: basta fijar un turno en el servicio,
con resto alterno o libre. (Aporta variedad, a la hora de un
campeonato tipo Copa Davis.)

25 Futbol matematico. Se delimita el terreno de juego.
Los jugadores de los dos equipos se situan intercalados,
en orden. Los capitanes fijan sus porterias, una en cada
mitad del campo. Cada jugador, a su turno, dice un ope-
rador (operacion y numero) y el resultado al actuar sobre la
cantidad dejada por el jugador anterior. Si coincide con la
porteria del equipo contrario, consigue gol; si el resultado
es erroneo -falta- o no cumple las condiciones del campo
-sale fuera-, el jugador siguiente inicia de nuevo el juego
-saca-.
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Variantes:

a) Caracteristicas del terreno de juego: intervalo vy tipo de
resultados, operadores, etc.

b) Los dos equipos frente a frente, seleccionando cada
jugador el contrincante sobre quien cae el baldén-resul-
tado.

c) Duracion del juego: tiempo, numero de goles, etc.

d) Numero de jugadores por equipo, con posibilidad de
cambios.

e) Tarjeta al jugador que corrija erroneamente a otro un
resultado.

26 Ping-pong matematico. Palas: las mentes matema-
ticas de los jugadores. Pelota: el resultado que se va obte-
niendo por encadenamiento de operaciones sobre el valor
inicial.

Mesa-Campo...: el dominio de resultados y operadores a
aplicar, que hagan visible los bordes de la mesa vy la red.
Determinados por las limitaciones prefijadas o a convenir por
los jugadores.

En cada juego o punto a disputar se denomina servicio al
jugador que propone el valor inicial y las sucesivas operacio-
nes. Resto al contrincante, que debera dar los resultados
correspondientes.

Reglas de juego:
a) Se alternan los papeles de servicio y resto.

b) Al servicio le corresponde proponer el saque -un valor
inicial y un operador- y los sucesivos lanzamientos -ope-
radores sobre resultados de respuesta-. Si el operador
propuesto o el resultado potencial no se ajustan a lo con-
venido, el resto se anota un punto.
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c) Al resto corresponde dar el resultado de respuesta a la
operacion del operador propuesto por el servicio sobre su
respuesta anterior (salvo en la primera jugada, o saque). Si
comete error se anota un punto el servicio.

d) La partida termina cuando uno de los jugadores alcan-
za los 20 puntos, con una diferencia minima de dos pun-
tos sobre el contrincante. De lo contrario, el juego se pro-
longa hasta que se logre dicha diferencia.

Variantes:
a) Tipo de operadores: operaciones y operando.

b) Dimensiones de la mesa-campo: dominio Nnumérico
e intervalo.

c) Ping-pong por parejas: alternando el papel de servicio
en cada pareja; con resto alternado o libre.

27 jPor despistado!. Para cada partida se fija una diana,
numero entero de dos cifras, y cada jugador elige una flecha,
consistente en una cifra distinta. El jugador de cabeza pro-
pone un numero de salida, operando cada jugador el resul-
tado que deje el anterior por su flecha personal, intentando
aproximarse a la diana (puede elegir operacion, dentro de las
permitidas). Si un jugador consigue diana, queda eliminado
el anterior -por despistado-. Si al cabo de la ronda (0 un
numero de rondas que se aproxime a 10 jugadas-operacion)
no se ha hecho diana, queda eliminado el jugador que obtu-
vo el nUmero mas alejado.

Variantes:

a) Dominio numérico de resultados.

b) Con sdlo las operaciones ...

c) Obtener resultados menores que la diana.

d) Obtener resultados mayores que la diana.
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e) Obtener resultados dentro de un cierto intervalo.

f) Obtener resultados alternativamente inferiores/superio-
res que la diana.

g) Diana entre O y 10 y flechas del tipo O,x.
E) Otros juegos. Aprovechamiento marginal

Existe una multitud de juegos tradicionales en los que se utili-
zan materiales de lo mas simples: lequmbres, botones, mone-
das, circulos recortados en papel o carton... No pocos de
ellos tienen un soporte claramente matematico o pueden ser
aprovechados para ejercitar capacidades relacionadas con el
célculo mental. En algunos casos, exigen algoritmos nada
sencillos para su resolucion formal. Aqui interesan tan sdlo en
la doble dimension ludica y de exigencia de actividades -for-
zosamente- mentales: representaciones, combinatoria,
recuentos, conservacion en memoria de resultados, calculos
comprobatorios...

28 Las torres de Hanoi. “En el gran templo de Benarés,
bajo la cupula que senala el centro del mundo, reposa una
bandeja de cobre en la que estan plantadas tres agujas de
diamante, mas finas que el cuerpo de una abeja. En el
momento de la creacion, Dios coloco en una de las agujas
64 discos de oro puro, ordenados por tamanos, desde el
mayor que reposa sobre la bandeja, hasta el mas pequeno,
en lo mas alto del montén. Es la Torre de Brahma.
Incansablemente dia tras dia, los sacerdotes del templo
mueven los discos haciéndoles pasar de una aguja a otra, de
acuerdo con las leyes fijas e inmutables de Brahma, que dic-
tan que el sacerdote en ejercicio no mueva mas de un disco
a la vez, ni lo sitte encima de un disco de menor tamano. El
dia en que los sesenta y cuatro discos hayan sido traslada-
dos de la aguja en la que Dios los puso al crear el mundo a
otra aguja, ese dia la torre, el templo y todos los branmanes
se derrumbaran, quedando reducidos a cenizas y, con gran
estruendo el mundo desaparecera.”4

4 W. Ahrens, Maihematishe Unterbaltungen und Spiele
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Sugerencia. Para facilitar la comunicacion oral, basta
designar los discos por 1, 2, 3... (0 1°, 2°, 3°..)) y las agujas
por derecha, izquierda y centro.

Variantes:

a) Numero de discos: 3, 4, 5...

b) La torre final formada solo por ciertos discos de la torre
inicial.

c) Para varios jugadores: conseguir el traslado en el menor
numero de movimientos, en un cierto tiempo.

29 NIM. se disponen 4 montones con 1, 3, 5y 7 elemen-
tos, respectivamente. Cada jugador, a su turno, toma cuantos
elementos desee -siempre alguno-, pero de un Unico monton.
Pierde el jugador que se lleve el ultimo elemento (o0 gana el
jugador que obliga al otro a llevarse el ultimo elemento).

Sugerencia. Para facilitar la comunicacion oral, basta decir
por orden el numero de elementos que quedan en cada
monton: 1-3-5-7, 1-3-4-7, etc.

Variantes:

a) Numero de elementos en cada monton.

b) NUmero de montones.

¢) Nim gana: vence el jugador que se lleve el Ultimo elemento.

d) Nim originario: tres montones con 3, 4 y 5 elementos, y
gana el jugador que se lleve el Ultimo elemento.

e) Limitar el nimero de elementos a tomar.
f) Buscar estrategias ganadoras.

30 Divide y venceras. Se forma un monton inicial con un
numero de fichas (imaginarias) acordadas de antemano o
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por azar (10, 15, 20...) Cada jugador, a su turno, divide uno
de los montones que vayan resultando en otros dos desigua-
les. Pierde quien no pueda hacerlo (todos los montones tie-
nen una o dos fichas).

Sugerencia. Para facilitar la comunicacion oral, basta decir
tras cada division la configuracion que resulta, en montones
de mas de dos elementos.

Variantes:
a) Numero de jugadores (campeonatos por eliminatorias).
b) Buscar estrategias ganadoras.

c) Expresar mediante férmulas la estrategia ganadora
(si existe).

31 Sol y sombra. En linea: se tienen tres fichas blancas en
tres casillas imaginarias a la izquierda; y tres negras a la dere-
cha, con una casilla libre en medio. Las fichas blancas se
desplazan siempre hacia la derecha; las negras solo hacia la
izquierda. Las fichas de uno u otro color pueden realizar uno
de los dos movimientos siguientes: desplazarse a la casilla
contigua si esta vacia o saltar por encima de una ficha del
otro color siempre que la casilla que se halla a continuacion
esté libre. Se trata de intercambiar la colocacion de las
fichas: las tres blancas en el lugar de las negras y viceversa,
con el numero minimo de movimientos.

Sugerencia. Para facilitar la comunicacion oral, basta
designar las fichas blancas por una cifra (1, por ejemplo) y las
negras por otra (2); el espacio en blanco, por 0. Una confi-
guracion resulta, entonces, como un nUmero o serie de siete
cifras: 1-1-1-0-2-2-2, 1-1-0-1-2-2-2, 1-1-2-1-0-2-2...

Variantes:

a) Con dos, 4, 5, 6, etc. fichas de uno y otro color.

b) Con numero distinto de fichas de cada color.
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c) Hallar las formulas para calcular el nUmero minimo de
movimientos.

32 ladrones honrados. Se dispone un monton (imaginario)
con un numero convenido de fichas y se acuerda el maximo
de fichas a tomar en cada jugada. Cada jugador toma alterna-
tivamente las fichas que desee, menor o igual que el maximo
acordado -pero siempre alguna-; debe decir o confesar las
fichas tomadas. Gana el jugador que se lleve la Ultima ficha.

Sugerencia. Para evitar equivocos, puede sustituirse por
decir las fichas que quedan.

Variantes.-
a) Pierde el jugador que se lleve la ultima ficha.

b) Decidir por azar el nUmero minimo y maximo de fichas
a tomar.

c) Torneo por eliminatorias de partidas mano a mano.

d) Se fija un maximo de fichas a tomar, diferente para cada
jugador.

33 Una a una. Dos montones de fichas (imaginarias), iguales
o distintos, convenidos o determinados por sorteo. Cada
jugador, a su turno, toma una sola ficha -de cualquiera de los
montones-, 0 una de cada monton. Pierde quien se lleve la
ultima ficha.

Sugerencia. Para facilitar la comunicacion oral, basta indicar
cuantas fichas quedarian en cada monton.

Variantes:
a) Gana quien se lleve la ultima ficha.
b) Tomar un numero maximo de fichas de cada montén

de n fichas. En caso de tomar de ambos montones, igual
ndmero.
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¢) Determinar por sorteo el nUmero minimo y maximo de
fichas a tomar.

d) NUmero de montones.
e) Torneo por eliminatorias de partidas mano a mano.

La baraja espanola (40 naipes) puede contemplarse como
un conjunto de operadores convenidos:

1°9) Cada naipe toma el valor numérico que indican sus
puntos; sota, caballo y rey a decidir: 8-9-10 6 10-11-12.

2°) Los palos representaran operaciones: oros-suma,
copas-resta, espadas-multiplicacion, bastos-division.

Asi: as de oros = sumar 1, 5 de espadas = multiplicar por 5...

Se disenan entonces desde carreras ciclistas (por acumu-
lacion de resultados) hasta peleas de gallos (desplumando
de naipes al contrincante retado); el azar configura fantasti-
cas fortalezas custodiadas por enanos y monstruos que
sobornan o narcotizan, apufialan o golpean...

Asimismo, el domind ordinario proporciona valores diversos
en sus fichas:

Suma de puntos de la ficha,
Producto de puntos de las dos partes de la ficha,

Cantidades de dos cifras (predeterminando el orden
menor-mayor 0 mayor-menor, 0 a voluntad del jugador).

Y la yuxtaposicion de fichas puede hacerse en funcion de
considerar el valor global de la ficha anterior o de una sola de
Sus mitades.

Se asciende por imaginarias escaleras, se ensamblan
vagones de trenes-mercancia, tienen lugar pacificos enfren-
tamientos de ejércitos, etc.
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Los naipes o fichas del domind pueden distribuirse en su
totalidad al principio del juego, un numero limitado por jugador,
robando (en caso de no disponer de naipe o ficha adecua-
da), etc.

Sin afan de polémica: 4es aburrido el calculo aritmético”?

Y con afan de polémica: ;en qué se diferencian las formas
de calculo mental entre estudiantes que padecen o no una
deficiencia visual?



