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En la revista privada –que no secreta- del grupo CURSAM, publicada por Internet, aparecía en el número correspondiente al mes de diciembre de 2011 un artículo titulado “Siguiendo con la Matemagia. Seguía a ejemplos de “magia matemática” publicados en números anteriores. Pero pienso que el título actual se ajusta mejor al contenido.
Cuadrados numéricos

Desde muy antiguo se otorgó a los números un cierto valor mágico. Visto que para muchos los cálculos son ciertamente dificultosos, nada tiene de extraño que les pareciera, primero a éstos y después a las personas de su entorno, tener algo de incomprensible, de misterioso, de mágico.

Ni misterio, ni magia: ignorancia. Y posibilidad de trabajo para los que adquirieron el conocimiento, o de negocio para los enterados... Y de disfrute para los atrevidos.

Veamos un ejemplo, quizás el más relevante: los “cuadrados mágicos”.

En su concepción más primitiva, un “cuadrado mágico” es una serie de los primeros números enteros dispuestos ortogonalmente, formando un cuadrado, de forma tal que la suma de los números por columnas, filas y diagonales principales sea la misma, la constante mágica.
Si tomamos los nueve primeros números naturales (1, 2, 3..., 9), estoy seguro, amigo lector, que antes de cinco minutos habrás conseguido colocarlos en un cuadrado de 3x3, en el que la suma de cada fila, columna y diagonal sea... (¡adivina!)

Yo, por aquello de la magia –y un poco por la memoria-, podría decírtelo de corrido.
Es más: coloca tú dos de esos números donde quieras, que te lo completo ¡ya!... O aseguraré con todo el énfasis del que sea capaz:

-“Imposible colocar los demás números, de forma que resulte un cuadrado mágico...”
Matimago que es uno.

En la antigua China ya se conocían los cuadrados mágicos desde el III milenio antes de Cristo, como se dice en el Lo-Shu. (Usted mismo puede comprobarlo, visitando la Biblioteca del Congreso; vía Internet, claro.)
Según la leyenda, un cierto día se produjo el desbordamiento de un río; la gente, temerosa, intentó hacer una ofrenda al dios del río Lo (uno de los desbordados) para calmar su ira. Sin embargo, cada vez que lo hacían, aparecía una tortuga que rondaba la ofrenda sin aceptarla, hasta que un chico se dio cuenta de las peculiares marcas del caparazón de la tortuga, de este modo pudieron hacer su ofrenda conforme con la cantidad pedida, quedando el dios satisfecho y volviendo las aguas a su cauce.
Ni que decir tiene que las marcas del caparazón eran números que constituían un cuadrado mágico 3x3, y que la cantidad reclamada por el caprichoso dios era la “constante mágica”. El avispado mozalbete es el primer matimago del que se tiene noticia. La leyenda no dice cómo aparecieron los números, o... quién los escribió (¿avispadillo de veras, no?).
Otros prefieren atribuir el encuentro con la tortuga a un emperador, también allá por el siglo XXIII A.C., paseando a orillas del río Amarillo.

Cuadrados mágicos en magia y astrología

Con este peculiar origen no es de extrañar que siempre hayan tenido un significado cabalístico y mágico, considerando que preservaban de todo tipo de enfermedades.

Las diferentes culturas les han atribuido propiedades astrológicas y adivinatorias portentosas grabándose con frecuencia en talismanes.

Conocieron combinaciones de esta clase los indios, los egipcios, los griegos y los árabes.
El cuadrado de 2 x 2 es imposible de resolver, lo que hizo que se viese como una imperfección, efecto o consecuencia del pecado.
(“Imposible de resolver”: no existen cuatro números tales que puedan situarse de forma que sean iguales las sumas de las dos filas, de las dos columnas y las dos diagonales.)
Los árabes utilizaron cuadrados de número impar de filas y columnas, con el 1 en el centro de la fila superior, número que sería la única representación de Alá.

Los cuadrados mágicos llegaron a Europa introducidos por Marco Polo, en el siglo XIII. Dicen unos. Pero lo cierto es que  Emanuel Moschopoulos en torno al siglo XIV, es autor de un manuscrito en el que se describen en Occidente, y se explican incluso por vez primera de forma documental algunos métodos para construirlos.

Durante la Edad Media se utilizaron como amuletos para buenos o malos encantamientos, asociándolos con la astrología, la alquimia y las artes mágicas. También se grababan como amuletos en láminas de plata con la creencia de que mantendrían alejada la peste negra. Los astrólogos y los alquimistas creían que la persona que llevaba una tablilla con la representación de un cuadrado mágico estaba protegida de la desgracia.

El matemático Cornelio Agrippa construyó en el siglo XVI cuadrados mágicos de órdenes 3 a 9 y les atribuyó un significado astrológico (en De oculta philosophia libri tres, 1533). Para Agrippa representaban simbólicamente a los planetas Mercurio (8x8), Venus (7x7), Marte (5x5), Júpiter (4x4), Saturno (3x3), más el Sol (6x6) y la Luna (9x9), respectivamente.
Siguiendo con la tradición, cada uno estaba integrado por los primeros números naturales: 1, 2, 3, 4...; hasta 16 para el del 4, o 36 para el de 6.

(Dejo al lector calcular las claves o constantes mágicas de cada astro.)
Casualidad: desde mucho antes, los indios establecieron la misma correspondencia entre estos cuerpos celestes y los órdenes de cuadrados asociados. O sea: que 4 sería el número de Júpiter, 6 el del sol...
Y otra casualidad, que me surgía al escribir estas páginas: asigne vuestra merced los números del 3 al 9 a los días correspondientes a cada planeta, y póngalos en orden... Curioso, ¿no?
Hechizo para matemáticos

Con posterioridad, el estudio de sus propiedades, ya con carácter científico, atrajo la atención de grandes matemáticos, que dedicaron al asunto obras diversas a pesar de la manifiesta inutilidad práctica de los cuadrados mágicos. Entre ellos cabe citar a Stifel, Fermat, Pascal, Leibnitz, Bachet, Euler,...

Diríase que ningún matemático ilustre ha podido escapar a su hechizo, y que no deja indiferente a ningún entusiasta de la Matemática.

También los artistas han sucumbido a su encanto. Albert Durero incorpora un cuadrado mágico de 4x4, con los números entre 1 y 16, en su grabado “Melancolía I”. Y Josep María Subirachs, al realizar la fachada de la Pasión del templo de la Sagrada Familia, y en la libertad creadora que dejó Gaudí, incluye un cuadrado mágico 4x4 de constante mágica 33 (edad de Cristo al morir en la Cruz), para los enteros del 1 al 15, pero con repeticiones del 10 y del 14.

En las llamadas ciencias ocultas y más concretamente en la magia (ésta nuestra, la matemática, no: la otra) tienen un lugar destacado. Aparte de la relación con los cuerpos celestes de más arriba, como “firma” (la línea trazada al seguir en el espacio el orden numérico de las cantidades), con fuerza invocadora o de conjuro.
Téngase cuenta que la solución a cualquier cuadrado mágico no es única: obtenida una, basta rotar el cuadrado o ejecutar sus simetrías, y ya dispone de equivalentes... (¿Cuántos, amigo lector?)
Para el cuadrado mágico de orden 3, no hay otras.

Pero, para su información: hay 880 clases de cuadrados mágicos de orden 4, según demostró Bernard Frenicle de Bessy en 1693.
Se ha encontrado que existen 275.305.224 cuadrados mágicos de orden 5;
el número de cuadrados de mayor orden se desconoce aún pero según estimaciones de Klaus Pinn y C. Wieczerkowski realizadas en 1998 mediante los métodos de Montecarlo y de Mecánica Estadística existen (1,7745±0,0016)×1019 cuadrados de orden 6 (allá por los 17 trillones y pico), y (3,7982±0,0004)×1034 cuadrados de orden 7 (más que células nuestro cuerpo, pero menos aún que estrellas visibles con telescopio).

(Gracias, Wikipedia, por la información.)
Los cuadrados mágicos actualmente no tienen ninguna aplicación técnica conocida que se beneficien de sus características, por lo que siguen recluidos al divertimento, curiosidad y al pensamiento matemático. Pero son cada vez más empleados en el ámbito de la “Matemática Recreativa”, como recurso didáctico, al obligar a continuos cálculos mentales.

Variedades y variantes

Los “mágicos mágicos”, los “chachi”, son los que se forman con los nxn primeros números naturales. Pero hay innúmeras variantes. Por ejemplo, hagamos una prueba, con magia incluida:

Prepare una cuadrícula de 3x3; en Excel, por ejemplo. Tome los números del 1 al 9 (luego lo haremos hasta el 16, si queremos trabajar en 4x4). Multiplíquelos todos por el número que desee. Súmeles a todos la misma cantidad. Tenga ahora la bondad de sumarlos. Seguro que tampoco le importa dividir esa suma por 9... Dígame el resultado, y el menor de los números de la lista: le describo inmediatamente el cuadrado completo; ¡bueno!: uno, porque por lo menos hay...

V.gr.: si me dijera que el cociente de dividir por 9 la suma de la lista transformada es 12, y que el menor de los nuevos números es 4, puedo asegurarle que en tres de las esquinas estarían el 6, el 18 y el 10. ¿A que sí?...

No he puesto condiciones: el factor de homotecia y el sumando de traslación (dicho en “Pedanmates”) podrían ser negativos, decimales, fraccionarios cualesquiera...
Otro tipo de ejercicios –y que pronto les ofreceré en forma de hoja de cálculo con autoevaluación, son los que consisten en proporcionar algunos elementos y reconstruir todo el cuadrado. Por ejemplo:

· En 3x3, sabiendo que la “constante mágica” es 24, se dan como datos la esquina superior izquierda, que es 6, y la celda media de la derecha 0.
· También en 3x3, la fila superior la forman los números 3, 1 y 5. (Ya sabe cuál es la constante mágica, ¿no?) No importa que se repitan números en el cuadro, ni tienen por qué ser consecutivos, ni enteros, ni...)
· Ahora, más difícil, con orden 3: la esquina superior derecha es 6, la casilla media de la izquierda 2, y la inferior izquierda 0.
· ¿Y en un cuadrado mágico regular 4x4, disponiendo de la fila superior 3, 5, 7, 9, y de 6 y 8 como elementos centrales de la segunda fila? (Olvidaba decir que “regular” vale tanto como decir que los cuadrados 2×2 de las esquinas y el central suman la “constante mágica”. Que, por cierto, aquí no sería 34, como en el de Durero, ni 33, como en el de Subirachs, sino 24.) Tiene cebo para incautos: no pretenda formarlo con los 16 primeros números naturales
Magia matemática. Y resolución de sistemas de ecuaciones, y tiempo y esfuerzo.

¿Podría cobrar por numeritos como éste (si hubiera incautos que pagaran)? ¿O dar clases particulares?

Más lejos aún

De ordinario, los números empleados para rellenar las casillas son consecutivos, de 1 a n², siendo n el número de columnas y filas del cuadrado mágico.
También se han construido cuadrados mágicos con series de números primos consecutivos, o con las cifras decimales de los inversos de los números naturales, etc.

Si contemplamos los cuadrados mágicos como matrices, con sus operaciones usuales de suma y producto, el cuadrado mágico de orden 3 tiene la interesante propiedad de que su matriz inversa vuelve a ser un cuadrado mágico que tiene valores fraccionarios positivos y negativos y cuya constante mágica es 1/15.

Por analogía, teniendo en cuenta los grupos de números alineados, pueden construirse estrellas, círculos, polígonos y cubos mágicos.

Sin olvidar la existencia de estructuras mágicas n-dimensionales; así, con la serie 1 a n³ pueden construirse cubos mágicos, y en general, con la serie 1 a nr cuadrados mágicos r-dimensionales de orden n, con sus respectivas variantes multi-mágicas y cuya visualización no es inmediata, aunque pueden tratarse cómodamente mediante el empleo de ordenadores.

Prueben suerte: consideren los cuadrados mágicos de números complejos, polinomios, vectores... A fin de cuentas, se trata de simples sumas; y restas, multiplicaciones y cocientes para resolverlos.
Y pueden imponerse condiciones adicionales al cuadrado, obteniéndose cuadrados bimágicos, trimágicos, etc.
Los cuadrados p-mágicos son aquellos tales que elevadas todas las cantidades del cuadrado a la potencia p, siguen siendo mágicos:

El cuadrado bimágico menor conocido es el de orden 8, que tiene por constante mágica 260 (p=2) y 11180 (0=3). Se conjetura que no existen cuadrados bimágicos de orden inferior, aunque no existe prueba concluyente de ello.
En 1998, J. R. Hendricks demostró que es imposible construir cuadrados b-mágicos de orden 3, salvo el que contiene 9 cifras iguales, que de mágico tiene más bien poco.

Se han construido cuadrados tri-mágicos de órdenes 12, 32, 64, 81 y 128; el único de orden 12 fue construido por el matemático alemán Walter Trump en junio de 2002.

El primer cuadrado tetra-mágico, de orden 64, lo obtuvo Andrés González, en junio de 1998, usando números del 1 al 4096. ¡Y sin ayuda de ordenador!

Hay, por ejemplo, cuadrados mágicos que continúan siendo mágicos cuando se les quitan las celdas de la periferia, reduciendo el orden en dos unidades. Incluso los hay que continúan siendo mágicos si se les quita una banda y luego una segunda banda,...

Los cuadrados mágicos han acabado no sólo de hechizarme, sino de chiflarme tras escribir estas páginas. Así que, en unos días haré un regalo a mis colegas: unas hojas de cálculo en Excel, para jugar con cuadrados 3x3, 4x4 y una super H de mi invención. No es mucho, pero entretienen. Y ayudan a desarrollar estrategias numéricas, trabajar el espacio estructurado interior y practicar el cálculo mental, que eso sí es una preocupación didáctica de primera magnitud.
