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PRESENTACION A LA PRIMERA EDICION

Hara tres afios. Recibi entonces la propuesta-encargo de la Seccion de
Ensefianza de la Jefatura de la Organizacion Nacional de Ciegos Espafioles de
elaborar una monografia sobre la ensefianza de la Matematica a los ciegos.

Pretendi excusarme alegando la falta de tiempo disponible, inexperiencia ante
el tipo de trabajo y no sé cuantas cosas mas. Pero todo parecio inutil a los
Sres. Gonzalez y Sacristan. Acepté la responsabilidad y empecé a trabajar. La
tarea no me desagrada: poner por escrito mi concepcion de la Didactica de la
Matematica aplicada a la ensefianza de ciegos. Sabia de antemano que la
documentacion era escasa y dediqué no poco tiempo y medios a localizar la
existente. A la vista de lo hallado, la responsabilidad aumentaba: la proyectada
monografia iba a contener, ante todo, concepciones y opiniones personales.
Una ilusién, en cambio, favoreceria la cristalizacion de afirmaciones frente al
riesgo de la audacia: si tan equivocadas eran, suscitarian alguna polémica y
reflexion mas seria y vendrian las réplicas; y la ensefianza de ciegos se veria
beneficiada.

Mucho me he lamentado y me sigo lamentando de que el acervo de
experiencias en la ensefianza de ciegos muere practicamente al morir los
maestros. Se viene ensefiando de forma organizada desde hace ya siglos.
Pero de esa experiencia al menos en Espafa, y temo que en casi todo el
mundo no queda otro registro que la tradicion oral voluble y los frutos
educativos, tan dificiles de atribuir a profesor, alumno o método. Se dispone de
experiencias transmitidas vivencialmente, pero se carece de constancia escrita,
la practica no se ha decantado en teoria; estamos faltos de una auténtica
Didactica cientifica en la ensefianza de ciegos.

Esta sensacion, a caballo entre la aventura y la incomunicacion escribia para
mi me ha llevado a manifestarme con frecuencia por modos categéricos. Un
primer ruego que hago al lector es el de no tomar las afirmaciones aqui vertidas
como definitivas. Aun apoyadas en argumentos de autoridad, la mayoria de las
veces son meras opiniones personales, repito, injertos de evidencia, ciencia
objetiva y experiencias personales, contempladas a través de un prisma mas o
menos fiable. Eso si: salvo que advierta lo contrario, estoy convencido de tales
afirmaciones.

El objetivo de estas paginas es claro: presentar un modelo de Didactica de la
Matematica aplicable a su aprendizaje por los ciegos. Es, por tanto, un trabajo
destinado a profesores.

Inmediatamente surgen las dificultades y consecuencias de esta preocupacion.
El trabajo no va dirigido a un nivel determinado de ensefanza, por lo que toma
forma doctrinal, generalizada para todos los cursos, con dificil explicitacion
mediante ejemplos si no quiere aumentarse excesivamente el volumen de la
obra.

Salvo en lugares excepcionales, apenas se hace diferenciacion entre las



variadas circunstancias en los sujetos de educacion. De esta forma, reciben la
misma consideracion las personas afectadas por la ceguera en edad temprana
o relativamente tardia, el alumno ciego incorporado a un grupo de videntes o
en un grupo de ciegos he soslayado el téermino "educacion integrada”, por ser
hoy equivoco. Por otro lado, tampoco se tienen en cuenta las consecuencias
formativas respecto de la ceguera debido al curriculum anterior del alumno.
Todos los casos se han considerado como analogos ante el hecho de tener
que aprender Matematicas y no poder emplear los medios usuales del vidente.
No obstante, se explicitan no pocas indicaciones o técnicas didacticas a aplicar
en cada caso.

Por ir dirigido a profesores, he estimado conveniente dar al trabajo una
presentacion de cuerpo doctrinal completo.

Los dos primeros capitulos persiguen una fundamentacién matematica capitulo
1 y psicolégica capitulo 2 de la Didactica que mas tarde se desarrolla.
Concepcidn didactica que aparece en el capitulo 3, tras un breve analisis de las
corrientes actuales, y que se despliega en sus puntos basicos en el capitulo 4.

El capitulo 5 esta dedicado a la diseccién del lenguaje en sus diversas formas,
como instrumento de comunicacion en el aprendizaje de la Matematica,
afectado decisivamente por la ceguera.

El capitulo 6, por ultimo, estudia en sus rasgos generales el material
pedagogico mas intimamente relacionado con la ensefianza-aprendizaje de la
Matemética a los ciegos.

La atencion al hecho de que el alumno sea ciego es progresiva a lo largo de la
obra. Los dos primeros capitulos podrian omitirse en una primera lectura sin
merma grave para el resto del contenido. Sin merma grave aparente, pues se
perderia, pienso, la justificacién tedrica de la Didactica expuesta.

El trabajo est4 ausente casi por completo de ejemplos practicos, lo que puede
hacer la lectura mas tediosa y engendrar en el lector la sospecha de
"lucubracién de gabinete". Si al autor le falté gracia para salpicar estas paginas
de anécdotas y amenidad, lo siento muy de veras. Pero empefio mi palabra en
qgue lo aqui expuesto es fruto de experiencia personal, viva y no pequefia; en
algun lugar llego a decir, agradecido, que este volumen, en lo referente a
concepcion didactica, debieran firmarlo en realidad mis alumnos de cada dia,
autenticos inspiradores.

Se echa en falta un complemento necesario: una coleccion de clases-tipo
puestas por escrito (con su preparacion, material y desarrollo) de tematica
heterogénea, destinadas a alumnos en circunstancias diversas y, que recorran
todos los grados o niveles; que expongan por si mismas, de forma concreta, lo
que aqui se presenta como fria generalizacion. No gusto de las promesas,
sobre todo cuando son muchas las horas que exigen su cumplimiento, pero
dichas clases estan siendo ya seleccionadas y empiezan a ser disefiadas. Esta
vez el encargo me lo he hecho a mi mismo.



No quiero terminar estas lineas de presentacion sin los "agradecimientos" de
rigor, pero realmente sinceros por mi parte.

Agradecimiento a cuantos despertaron en mi la aficion por la Matematica y su
Didactica, alguno de los cuales me sigue animando todavia hoy.

Agradecimiento, como antes decia, a mis alumnos, que me exigen reflexionar
continuamente en la Didactica de la Matematica y que me insinldan caminos
nuevos.

Agradecimiento a cuantos me han ayudado en la confeccién material: Jesus,
José Maria y, en especial, Antonio.

Agradecimiento a quienes me propusieron la obra, por la paciencia que han
demostrado ante mi prolongado retraso en la entrega.

Agradecimiento, en fin, al profesor de Matematicas que tenga algun alumno
ciego en su clase y prosiga la lectura después de esta linea.

Madrid, octubre de 1981

Volver al indice / Inicio del capitulo



PRESENTACION A LA SEGUNDA EDICION

Ha transcurrido una decena de afios desde la publicacion de la 12 edicién; casi
quince desde que fuera redactada. Al agotarse, ha parecido oportuno a la
Organizacion Nacional de Ciegos Espafioles proceder a su reedicion, al
mantenerse —segun parece— la demanda de la obra.

Pero en este tiempo han surgido fendmenos que invitan mas bien a una
revision que, sin modificar el espiritu inicial con el que fue disefiada, hiciera
frente a una necesaria actualizacion, a la que me he prestado con sumo gusto.

En primer lugar, las nuevas orientaciones del sistema educativo en Espafia,
recogidas fundamentalmente en la "Ley de Ordenacion General del Sistema
Educativo" de Espafia, de 3 de octubre de 1990 y Decretos de desarrollo
atienden en buena medida al espiritu con el que escribia aquellas paginas, a
comienzos de los afios 80.

Una verdadera revolucion en la consideracion del Area Matematica. La
Reforma parece perseguir, ante todo, una "Reforma de la Didactica de la
Matematica" a nivel general. Reforma que recibo con satisfaccion debo decirlo,
ya que da respuesta conforme con muchas de las criticas y demandas que con
no pequeno atrevimiento formulaba al curriculum y los enfoques metodolégicos
entonces vigentes. Se modifican Objetivos, Contenidos, Orientaciones... Y lo
que es mas importante: flexibilidad de programas y acercamiento a las
demandas sociales.

Con ella, y atafiendo a todas las Areas Didacticas, la estimacion de las
"dificultades de aprendizaje" como "esperables" y "merecedoras de atencion
especial’, "modificadoras del curriculum"... Y que pueden alterar no solo la
orientacion metodoldgica, sino incluso los niveles a superar por el alumno; con
riesgos patolégicos de reduccion ilicita de los "niveles de exigencia ciertamente
asequibles”, so pretexto de una mayor dificultad o lentitud en el ritmo.

Aun respetando la redacciéon original, se ha incluido una Seccién especifica
dedicada al analisis de la nueva situacion legal, al final del Capitulo 1.

Paralelamente, la generalizacion en el uso de ciertos conceptos: "curriculum®,
"ensefianza-aprendizaje”, "acto didactico”, "las destrezas como contenido”,
"investigacion en la acciéon", etc. Aun no faltando en la redaccion original,
merecen ahora un empleo mas frecuente y cuidadoso.

En segundo lugar, dos variables que, si bien se tuvieron en cuenta en aquella
ocasion con alusiones a lo largo de todo el texto, han pasado a ser
preeminentes:

1%) El crecimiento relativo y absoluto de la poblacién escolar de alumnos
ciegos que cursan sus estudios elementales y medios en Centros Ordinarios
régimen de "Educacion Integrada”, o "Educacion en Integracion”; frente a la
inmensa mayoria que, en aquellos momentos los efectuaban en los Centros
Especializados regidos en Espafia por la Organizacion Nacional de Ciegos



Espafoles.

2% El espectacular incremento de "alumnos con resto visual educativamente
aprovechable”. No porque haya sobrevenido epidemia o0 accidente
generalizado alguno; sino por el mayor cuidado en la detecciéon de casos que
antes pasaban desapercibidos, enmascarados tal vez bajo la forma de "simple
fracaso escolar'— y la atencién especifica a los "alumnos con dificultades de
aprendizaje”, entre los cuales indudablemente se incluyen.

Para ambos aspectos, se ha producido una verdadera inversion en las
proporciones numeéricas dominantes hace 10 afios. Ello obliga a una
consideracion de la incidencia de este hecho, ain mas detallada de lo que
entonces se hacia. En particular, una informacion sobre "deficiencia visual"
Apartado 2.3.2 y referencia explicita al "profesor especialista” o "profesor
itinerante" que coopera con los "profesores de aula" de los Centros Ordinarios,
como recurso permanente de colaboracion, y que, formando parte de los
"Equipos de Apoyo", pueden hoy encontrarse por toda la geografia hispana; asi
como una mayor atencioén a aspectos practicos: evaluaciéon del rendimiento del
alumno ciego, disefio de actividades, formulas de comunicacién en el aula, etc.

En tercer lugar, el tratamiento de innovaciones tecnoldgicas aparecidas en los
afos transcurridos: Braille Hablado, ordenador, etc, y la consideracion de utiles
didacticos: incorporados o en vias de incorporacion: dbaco japonés, tinkunako,
etc.

En cuarto lugar, la adicion de algunas de las anunciadas "lecciones-tipo". En
forma resumida, esquematicas casi, por no engrosar el volumen en exceso. Se
han seleccionado atendiendo a la adaptacion especifica del trabajo con
"alumnos ciegos totales"”, no tanto por su estricto valor o interés curricular.
Témense como "modelos de adaptaciéon”, mas que como "modelos didacticos"
0 "metodoldgicos".

No he podido resistir la tentacion de revisar algunos aspectos relacionados con
la "percepcion haptica". Esencialmente, se respetan las ideas, argumentos y
orientaciones expuestos en la 7% edicion; pero, superando la expresion de
"percepcion tactil’, se extiende a "percepcion haptica”, asumiendo tanto el
"tacto activo" como el "sentido cinestésico". El espiritu original, no se
contradice: tan solo se explicitan y pormenorizan comportamientos, efectos y
recomendaciones de interés al proposito general de la obra.

Finalmente, se han incluido algunos gréaficos que ilustren pasajes relacionados
con el material o situaciones que se mencionan, y aligeren la lectura del texto.
A la par que se aprovecha la ocasion para referenciar las citas bibliograficas al
uso de nuestros dias, reestructurar el texto en forma numeérica aumentando
también las subdivisiones y atender a correcciones sintacticas y expresivas, sin
alteracion esencial del sentido primitivo.

En la primera edicion, correspondio a Emilio la revision de pruebas de
imprenta. Nacho, en el texto y la presentacion, y Fernando y Félix, en la parte
gréfica, han puesto esta vez su buen hacer al servicio de la reedicion, y a ellos



debo mostrar en esta ocasion mi agradecimiento por su trabajo y colaboracion.
Madrid, 19 de Marzo de 1996

Volver al indice / Inicio del Capitulo



CAPITULO 1

UNA MATEMATICA QUE APRENDER
1.1. LA MATEMATICA HOY
1.1.1. En busca de una definicidon

"Resulta cada dia mas claro que las Matematicas deben ser consideradas
como la piedra angular de todo el pensamiento cientifico y, por tanto, de la
complicada y compleja sociedad tecnoldgica que estamos intentando construir"
(Stone; 1978, 75).

¢, Quién se atreveria a negarlo? Lo que no quiere decir que en este nuestro
mundo del siglo XX todo sea Matematica o esté informado por ella: seria
ignorar el verdadero sentido de la cultura y el ser humano. Generalmente la
mente deformada de algn matematico le lleva a exagerar su papel.

En cualquier caso, la pregunta surge inmediatamente: ¢qué son las
Matematicas para que intervengan de tal modo en la vida del hombre y en la
sociedad?

Como todo producto del saber o del quehacer intelectual humano, la
Matematica ha venido presentando una evolucién a lo largo de los siglos, y
seguira evolucionando. Cambios en su concepto, en su objeto: los nimeros, las
figuras, las clases. En su método: experimental, deductivo, inductivo, l6gico-
formal, analdgico... También varia en su finalidad: auxiliar de las ciencias
aplicadas, estudiar sus objetos prefijados, ser coherente, ser bella... Y varia,
sobre todo, en sus progenitores activos: los matematicos.

No obstante, y de un siglo aca, aproximadamente, pueden observarse algunas
caracteristicas o signos ausentes en la literatura matematica de antafo.

"Se habla de Matematicas Modernas en, por o menos, tres sentidos diferentes.
En primer lugar, se denomina Matematicas Modernas o Mateméatica Moderna el
periodo de la Historia de las Matematicas que se extiende desde una fecha que
varia bastante, segun distintos autores pero que en cualquier caso no suele ser
anterior a Abel, Galois y Cauchy hasta nuestros dias. Pero también se llama
asi a las nuevas materias introducidas en los programas recientes de las
ensefianzas primaria y media. Y, por dltimo, los mismos términos son
empleados para designar toda una serie de "movimientos”, (con toda la
vaguedad que comporta esta palabra) hibridos de los dos anteriores" (J.
Hernadez; 1978, 17).

Naguel y Newman, con una vision que podriamos calificar de historicista,
afirman:

"Una conclusion importante que surgié del examen critico de los fundamentos
de la Matematica en el siglo XIX consistié en que la concepcion tradicional de
la Matematica como la ciencia de la cantidad fue inadecuada y errénea. Puesto



que resulté evidente que las Matematicas se preocupaban fundamentalmente
de la obtencion de conclusiones necesarias a partir de un conjunto dado de
axiomas (o postulados). Se reconocié asi que las Matematicas eran mucho
mas abstractas y formales de lo que se habia supuesto tradicionalmente; Mas
"abstractas"”, porque las afirmaciones matematicas pueden ser construidas de
tal forma que traten sobre cualquier cosa, 0 meramente sobre algin conjunto
intrinsecamente circunscrito de objetos o de rasgos de objetos; mas "formales”,
porque la validez de una demostracion matematica esta fundamentada en la
estructura de sus afirmaciones mas bien que en la estructura de un objeto
particular" (Naguel y Newman; 1974, 248-250).

Y Saumells, desde el mirador de la Filosofia de las Ciencias, contemplando los
productos del quehacer matematico, comenta:

"Un aspecto, entre otros, que configura el pensamiento matematico
contemporaneo: primacia de la Axiomatica propuesta en abstracto; primacia de
la deduccién pura y, en cambio, caracter secundario, accidental de las
imagenes y representaciones. Se trata de una inversion del espiritu cientifico
anterior" (R. Saumells; 1961, 40).

Por ultimo, recordemos a Schaaf, quien, refiriéndose a lo que en la ensefianza
se entiende por Matemética Moderna, enumera algunas de estas innovaciones:

"1) Insistencia mayor en las ideas abstractas; 2) mayor atencién al rigor 16gico;
3) el uso de un vocabulario contemporaneo; 4) la insistencia en la precision del
lenguaje; y 5) la insistencia en las ideas matematicas nuevas" (Schaaf; 1978,
61).

Es evidente que todas estas observaciones tienen un marcado caracter
relativista: se refieren a aspectos de la nueva era de la Matemética; aspectos
no esenciales a la Matematica misma. Tratan de descubrir un giro radical en la
actividad alli donde apenas si hay una incorporacion de objetos, una mayor
utilizaciéon de ciertos métodos o formas de razonamiento nunca ausentes antes
y un esfuerzo definitivo por desligarse de la realidad fisica.

Aspecto este Ultimo que a unos hace entonar un canto triunfal y que otros
califican de suefio de una noche de verano o pesadilla...

"Vivas polémicas enfrentan a los clasicos y a los modernos, intuitivos y
rigurosos, puros y realistas... Dialogo de sordos entre individuos que pretenden
explicar lo que son verdaderamente las Matematicas: manifiestamente no
hablan de la misma cosa. En este clima de intolerancia el argumento se
presenta esencialmente asi: no comprendo el interés de lo que Vd. hace, luego
lo que Vd. hace es estupido”. (Glaeser; 1973, 17).

Habrdn bastado estos botones de muestra para sembrar perplejidad en el
lector que pensara que las Matematicas son algo uniforme, compacto, lineal. La
polémica no es el fin de estas paginas, aunque el autor gustaria de ella. Si se
aborda el problema de qué son las Matematicas en un trabajo como la
ensefianza de esta materia es porque considero que dificilmente puede



llegarse a conclusiones validas sobre el modo de ensefar, si previamente no
se ha hecho el esfuerzo, al menos, de meditar sobre su esencia.

Cabe una primera respuesta, atrevida y algo irénica: la matematica es lo que
ocupa el tiempo y da de comer a los que por si mismos 0 por otros son
llamados matematicos.

No estd en mi mente ofender. Me descalificaria y descalificaria con ello la
opinion. Pido, pues, perdon de mi tono festivo: trataba mas bien de buscar una
respuesta de compromiso.

Pero podemos también, a la usanza de este tiempo, partir de una encuesta en
la calle. El lector puede ensayar el procedimiento conmigo. Yo asi lo he hecho,
y recogi opiniones como las que siguen, de las que puedo dar cuenta con
nombres y apellidos.

¢ Qué son, parati, las Mateméaticas?
Jpara qué sirven?

. Una ciencia muy exacta que estudia las leyes de... jBueno!, no sé. Para
ser aplicada en la resolucion de todo género de necesidad de los hombres.

. Una ciencia abstracta y complicada para mi. Para formar la inteligencia y,
sobre todo, para la aplicacion técnica.

. Algo muy complicado. Para ordenar bien las cosas; los libros, etc.

. Una ciencia que tiene que permitir formalizar sus resultados y cuyo objeto
es el numero y las funciones. Para resolver problemas y plantear otros que,
aungue de momento no tengan correlato real, pueden tenerlo.

. Un rollo. Para fastidiar al personal.

. Sirven de base a todas las ciencias.

. Un invento de la razon humana que, como a veces aplicandolo funciona,
tiene apariencia de verdad; "hidealismo puro” con h de Mr. Hide. Para hacer
bien las construcciones mentales y, a partir de ellas, buena literatura, con
Borges.

. Un lenguaje. Para expresar los fenédmenos fisicos.

. Una herramienta. Para resolver los problemas cuantitativos de la
Humanidad.

. La ciencia que mide y concreta la intuicion. Para... fastidiar al prgjimo.
. Una cosa muy aburrida. Para que algunos se vuelvan locos.

Algo decepcionado, me queda la impresién de que la encuesta no ha sido




significativa. Quizas Vd. haya tenido mas suerte, sus respuestas sean mas
variadas y esclarecedoras. Mis entrevistados eran de edad, profesion,
formacion y mentalidad diversas, pienso; pero también pienso que se lo
tomaron demasiado en serio: reflexionaban temiendo decir incoherencias...

No conforme, he salido a hacer otra encuesta, esta vez a la calle del pasado, a
gente que incluso me lo dio por escrito y firmado. He aqui algunas de sus
expresiones.

. La Matematica es la ciencia que estudia la cantidad (Aristoteles).

. La Matemética es el trabajo del espiritu humano que esté destinado tanto
a estudiar como a conocer, tanto a buscar la verdad como a encontrarla
(Galois).

. Por definicion popular, un matematico es un tipo especialista en ndmeros.
¢, Quién, si no es el matematico, sera el guardidn de los numeros pares e
impares, de los numeros cuadrados y redondos? ¢A qué otra autoridad
recurrimos para obtener informacion y ayuda sobre los nimeros de Fibonacci,
los numeros de Liouville, los numeros hipercomplejos y los numeros
transfinitos? No nos engafiemos: La Matematica es, y ha sido siempre, el juego
de los numeros por excelencia (P. J. Davis).

. La esencia de las Mateméticas es su libertad (G. Cantor).

. La libertad debe ir acompafada de responsabilidad. Responsabilidad ante
los fines serios de las Matematicas (F. Klein).

. Las Matematicas pueden definirse como una materia en la que nunca
sabemos de qué estamos hablando ni si estamos diciendo la verdad (B.
Russell).

. La experiencia, sin embargo, ensefia que para la mayoria de la gente
culta, e incluso de los cientificos, la Matematica sigue siendo la ciencia de lo
incomprensible (Afred).

. Facultad de pensar practicamente los niumeros (Spengler).

. El matematizar podria ser muy bien una actividad creadora del hombre,
como el lenguaje o la Musica, de origen primitivo, cuyas decisiones histéricas
desafien toda racionalizacion objetiva completa (M. KJine).

. Un matematico moderno preferiria caracterizar positivamente su campo
como estudio de sistemas generales abstractos, cada uno de los cuales se
construye con elementos abstractos especificos y esta estructurado por la
presencia de relaciones arbitrarias pero inequivocas entre ellos (M. S. Stone).

. La Matematica es la ciencia de la repeticion de automatismos (R. Thom)

La encuesta resultd esta vez mucho mas trabajosa, pero también mas



divertida: jqué cosas tan curiosas llegan a pensar y decir la gente llamada
sesuda!

Me atrevo a ensayar mi propia definicion, a sabiendas de la formacion
insuficiente, experiencia y reflexion escasas.

La Matematica es un producto del quehacer intelectual del hombre que se
corresponde esencialmente con la ciencia de la cantidad y que se presenta
formalmente como lenguaje y subjetivamente como arte.

Cualquiera observard que cada rasgo fundamental tiene su firma o firmas en la
Historia de la Matematica, si bien el modo y grado de participacion en la
definicion estan matizados. Alguien opinara que es un malabarismo de
ambiguedades, equilibrismo dialéctico o afan de sintesis segun la benevolencia
del critico. Esas tres lineas intentan expresar el concepto de Matematica que,
junto con los de acto educativo y proceso de aprendizaje, inspiran las paginas
de este volumen.

La acotacion inicial a Aristételes, de sustituir ciencia de la cantidad por producto
del quehacer intelectual que se corresponde esencialmente con la ciencia de la
cantidad, no es, ciertamente, con animo de poner en duda la posibilidad de tal
ciencia, sino de acoger a lo que llamaria "Matematica-ficcion"™ o "Matematica-
parasita”. Queda salvada asi su objetividad béasica y con ella su
comunicabilidad.

Al hablar de cantidad acudo a la definicion aristotélica ordo partium in toto, con
lo que tiene cabida la consideracién de clases; en particular, conjuntos y
relaciones.

"Si las Matematicas no resultasen ser sino un juego gratuito, un producto
aleatorio de nuestra actividad cerebral, seria imposible explicar su éxito
innegable en la descripcion del Universo. Porque las Matematicas no aparecen
sélo en el encadenamiento rigido y misterioso de las leyes fisicas, sino también
aungue de manera mucho mas soterrada (pero innegable), en el juego infinito
de la sucesion de formas del mundo animado y del inanimado, y en la aparicion
y desaparicion de sus simetrias" (R. Thom; 1978, 121).

Lenguaje propio, lo tienen las Matematicas; en su forma mas estricta, el
simbdlico o formal. Pero, o se dice algo, o para complicar las cosas me quedo
con el arabe o el chino, para muchos, natural.

Elementos morfolégicos bien determinados y reglas sintacticas fijas no bastan
para transmitir un mensaje: seria admitir que la organizacion genera lo
organizado; confusion entre Logica Formal y Logica Material; reduccion de la
causa al efecto, en suma. jCuan pobre es la concepcion de la Matematica
como habil manejo de un lenguaje artificial, como arte préxima a la técnica!

Estudiantes y creadores experimentan en no pocas ocasiones hemos
experimentado el intimo vibrar de la emocion estética al contacto con la
Matematica, al margen de los visos de realidad de ésta, de su utilidad o




dificultad.

Dejando a un lado la belleza formal en la presentacién sensible mil veces
mejorable, el mensaje estético que puede transmitir una definicion, postulado o
teorema matematicos, me atrevo a afirmar que solo impresiona al alma
preparada del matematico o del amante de la Matematica. El mensaje artistico,
para ser percibido, precisa una receptividad. La sensacion artistica sera tanto
mayor cuanto mayor sea esta receptividad.

"El enigma del ndmero estd muy proximo al misterio de la forma artistica. El
matematico genial tiene su puesto junto a los grandes maestros de la fuga, del
cincel y del pincel que aspiran también a comunicar, a realizar, a revestir de
simbolos ese gran orden de todas las cosas que el hombre vulgar de cada
cultura lleva en si sin poseerlo realmente. Asi, el reino de los ndmeros es,
como el de las armonias, el de las lineas y el de los colores, una reproduccion
de la forma cdsmica. Por eso, la voz creador significa en las Mateméticas algo
mas que en las otras ciencias" (Spengler?).

El gremio de matematicos agradece a Spengler tan alta consideracion,
respetando ademas, como respeta, el caracter de ciencia, con la realidad fisica
como punto de partida. Pero diré con Weierstrass que "el matematico que no
tenga también algo de poeta no sera nunca un matematico completo”. Es una
capacidad adicional, completiva, para percibir la belleza en la verdad
matematica, como afirma Goethe: "el matematico no es perfecto, sino cuando
siente la belleza de la verdad". Y convencido estoy de que puede hacerse o
comprenderse la Matematica, ciencia de la cantidad o mero lenguaje formal, sin
vibrar, sin placer, mecanicamente.

1Spengler: "La decadencia de Occidente", parte |
1.1.2. Objeto y método

Con esta concepcion, ¢qué estudian las Matematicas? y ¢cémo lo hacen?
Dicho de otro modo: ¢,cual es el objeto propio y el método de la Matematica?

Paginas atras se indicaba que la Matematica estudia la cantidad, partes extra
partes, predicable propiamente del ser corpéreo y analégicamente del
espiritual; ahora bien, tanto las partes en distincion real, con unidad de razoén,
como la consideracién racional de partes potenciales. Y no soélo las partes, sino
también la distincion y organizacion de éstas en el todo, la figura o la
estructura. Dejo para mejor ocasion el estudio de las consecuencias decisivas
que en la Historia de la Matematica ha tenido la consideracion de la unidad de
razon.

Una vez obtenida la idea matematica primaria, ésta resulta docil y ligera, pronta
a la combinacion con otras, a la reduccion individualizadora y generalizante.

La realidad de partida ya parece importar poco... O nada. O incluso seria mejor
olvidarla, por si acaso el trabajo posterior se viene abajo al haberse dado en
falso el primer paso... Y se vuelven las tornas. Y la supuesta realidad



matematica se convierte en piedra de toque de la realidad fisica. Y el
pensamiento ordena la realidad. Y el pensamiento crea la realidad.

El parrafo anterior puede parecer una simplificacion pueril. Dejémosla en tosca
cuando se expresa en pocas lineas. Mas este peligroso juego de olvidar la
realidad originaria e hipertrofiar el método abstracto ha dado lugar y no sélo en
los dltimos siglos, sino ya desde los griegos a la aparicidon de conceptos y
ramas de la Matematica de pura potencialidad e incluso contradictorios (véase
el caso tipico del infinito). Han dado lugar a lo que podriamos llamar
"matematica-ficcion”.

Parece como si la Matematica solo fuera método. El objeto seria, simplemente,
el producto de la aplicacion del método a enunciados, independientemente de
su veracidad material, cuya Unica cualidad exigible es la no contradiccion
mutua. Llegariamos, con Hilbert, al axioma unico: la coherencia.

Spengler llega a decir que la Matematica es Metafisica. Me temo que ignora
quizéa voluntariamente lo que se conoce por objeto formal quod.

En un esfuerzo por calificar como Matematicas verdaderas lo que se etiqueta
como produccion matematica, observa Saumells que se admite como objeto
posible los resultados de la actividad del matematico, potencialidad ansiosa de
verse reflejada en la realidad:

"Mas que ciencias concretas vertidas a un objeto propio y determinado, las
Mateméaticas se estan convirtiendo en una forma de saber que regula la
experiencia de toda clase de objetos: conocer bien una realidad cualquiera
equivale, en muchos casos, a conocerla por modo matematico. Viene a
resultar, pues, que la Matematica se esta transformando en el horizonte desde
el cual se divisa el panorama de nuestro mundo” (R. Saumells; 1961, 9).

Es cierto que conoceremos mejor la realidad si descubrimos en ella como estan
organizadas sus partes internas, su cantidad... Pero lo real no se reduce a
cantidad cuando la tiene.

La sobrevaloracion del método con el consiguiente descuido de la realidad del
objeto y la importancia relativa que le confieren sus aplicaciones fisicas, disipa
el posible complejo de inferioridad del matematico de hoy, incapaz de abarcar
por completo una disciplina que hasta hace un siglo se lograba en quince o
veinte afios de estudio. Se dice a si mismo: "Adquiridas las técnicas basicas de
demostracion, propias de cada concepto, la teoria surge automaticamente: la
Matematica no tiene otra dificultad que la de desgajar del método abstracto
general esas ciertas técnicas particulares y la de construir nuevos entes
matematicos. Pero incluso esto tiene sus propias técnicas abstractas... "

Esta extrafia facilidad de generacidbn endogdmica ha conducido a una tal
produccion matematica, especialmente en los ultimos decenios, que nadie hoy
dia puede conocer, ni aun esquematicamente, todas las matematicas
publicadas en los ultimos diez afios comentaba Halmos en 1958. Una auténtica
"Inflacion documental”, como la calificara Dieudoné.



Pero, jToda la Mateméatica parece tan semejante!... Practicamente, juega al
ajedrez consigo misma. La sensacion de impotencia inconfesada quizas haya
revitalizado una preocupacion vieja: la unidad de la matematica.

Ya Fermat y Descartes lograban el nexo, el transito del algebra a la Geometria
Afin. El siglo XIX afianzaba esta vision de unidad con la aparicion de las
estructuras axiomaticas, algebraicas y geométricas primero y de la Teoria de
Conjuntos después. En el siglo XX los modelos axiomaticos buscan la unidad
en la base y la Teoria de Categorias en la cuspide de la expresién de los
resultados. No faltan tampoco los intentos por descubrir estructuras
generadoras de otras de tipos considerados independientes ("6rdenes
sintopdgenos”, por ejemplo).

Todo parece apuntar hacia el descubrimiento de un concepto o estructura
polivalente, Unica en cierto sentido, que al modificarse en sus condiciones o
propiedades particulares daria lugar a las distintas estructuras y objetos hoy
conocidos.

Deseos y sospechas de unidad en el método matematico y en la estructura de
sus objetos aparecen, ciertamente, como algo admirable y con innegables
visos de certidumbre. La raiz, no obstante, es mucho mas profunda, a mi
entender, que la simple constatacion del trabajo de miles de especialistas. El
fundamento esti en la existencia de un objeto propio de la Matemética, la
cantidad del ser fisico y el modo de conocimiento de esa realidad, el nivel
preciso de abstraccion, lo que los escolasticos llamarian el objeto formal quod y
el objeto formal quo.

Esta unidad aceptada en su origen y vislumbrada en sus resultados nos induce
a utilizar como mas adecuado el término "Matematica", en vez del de
"Matematicas”, como entramado de doctrinas unificado por su objeto y su
método al mismo tiempo. Sin embargo, y por no romper con el uso comun,
ambos términos seran utilizados indistintamente en estas paginas.

Volviendo atras, ¢cual ha sido la causa de la aparicion de esos extrafios
"objetos matematicos no recognoscibles en la realidad fisica"?

"Si miramos un poco mas de cerca veremos que esta nueva orientacion que
s6lo ha sido posible gracias al divorcio entre las Matematicas y sus
aplicaciones, ha sido la verdadera fuente de la enorme vitalidad y del enorme
crecimiento que han experimentado las Matematicas en este siglo. Y nos
daremos también cuenta de que esta tendencia hacia la abstraccion debe
continuar, inevitablemente, reforzados por todos los éxitos obtenidos gracias a
ella.

"Siguiendo esta direccion y fijando cada vez mas su atencion en el estudio de
modelos abstractos, los matematicos han ido tomando progresivamente
conciencia de la antitesis fundamental entre el aspecto estructural de las
Matematicas y el aspecto estrictamente manipulativo que parece tener una
importancia basica desde el punto de vista de las aplicaciones, y que constituye



a menudo la preocupacion principal del profesor" (M. Stone; 1978, 76).

"Los nuevos conceptos y los nuevos problemas se introducen planteando
preguntas acerca de "conceptos ya estudiados...” (P.R. Halmos; 1974, 11);

Pero todo ello sin preocuparse de la concomitancia y licitud de los aspectos
seleccionados y las técnicas aplicadas. De hecho, se tiende a sustituir el
término "verdad" por el de "validez"; y estos sofiadores deciden, a su vez, lo
que es valido o no.

Dejandonos llevar del amor al riesgo de olvidar la realidad fisica hemos
acabado en un abismo de monstruos de ficcion con apariencia de verdad, fruto
de una aplicacion parcial del cacareado método de abstraccion.

La abstraccion es, en primer término, extraer la idea, abstracta, de lo individual,
real, fisico. Otra cosa bien distinta es trabajar intelectualmente sobre lo
abstracto, sobre el producto de la abstraccién primera. Lo uno sin lo otro seria
como jugar con el producto olvidandose del producirse.

Ocurre de este modo que se obtienen resultados con los cuales no sabe qué
hacerse. Hay que permanecer a la espera de que otro tedrico los utilice como
modelos para explicar o comprender mejor cierta realidad... Quiero decir:
esperar que algun desconocedor de la realidad tal como es, la conciba de
forma que él pueda comprenderla, que adecué la realidad a la "matematica-
ficcion" que ha aprendido, el Universo a la novela...

"La Matematica Moderna, en la medida en que concede esta primacia al
camino sobre el término del viaje, es decir, en la medida en que concede la
primacia al método por encima del objeto, corre el peligro de perderse en
cavilaciones, y algunas veces cae en él. Un buen ejemplo de lo dicho lo
constituye una parte de las Tesis de Doctorado en Matematicas que los
estudiantes de esta disciplina elaboran en las Universidades del mundo entero.
Se trata de trabajos estériles y pedantes, ejemplos de pura cavilacion" (R.
Saumells; 1961, 4647).

Unas breves palabras aun sobre el método en Matematicas. Si aceptamos que
es una ciencia, algo mas que un entretenimiento ocioso, ocasion de tropiezos
estudiantiles y maquina de formar inteligencias de manera mas o menos
tediosa, aceptemos también que "el método a emplear por una ciencia viene
exigido por su objeto propio”. La abstracion tipica de la Matematica, la
matematizacion, nos permite apropiarnos la cantidad en sus propiedades,
extension y figura dando a este término todo su sentido ordenador de partes.
Se obtienen asi ideas 0 conceptos matematicos cuya realidad va ligada a la de
los objetos fisicos que la causaron. En este punto, puede prescindirse de lo
fisico, manipulado o imaginado y actuar sobre dichos conceptos con métodos
abstractos.

Y al hablar de métodos abstractos no caigamos en el error de pensar tan sélo
en el método deductivo:



"A menudo se oye decir a los no matematicos, especialmente a los filésofos,
que las Mateméticas consisten exclusivamente en sacar conclusiones de unas
premisas claramente establecidas, y que en este proceso no importa lo que las
premisas significan, ni si son verdaderas o falsas, siempre que no se
contradigan entre si. Pero una persona que haya hecho un trabajo matematico
productivo hablara de forma diferente.

"De hecho, esta gente, los no matematicos, piensan solo en la forma
cristalizada que finalmente adoptan las teorias mateméticas. Sin embargo, el
investigador en Mateméticas, como en cualquier otra ciencia, no trabaja con un
modelo deductivo riguroso. Por el contrario, esencialmente, hace uso de su
imaginacion, y procede intuitivamente ayudado por métodos euristicos. (...)

"El trabajo inductivo de quien enuncia un teorema por primera vez es, por lo
menos, tan valido como el trabajo deductivo de quien lo prueba. Pues ambos
son igualmente necesarios, y sin el descubrimiento no seria posible la
conclusion posterior” (F. Klein; cit por M. Kline, 1978, 54).

Induccion, analogia y eso tan vago llamado intuicion, sublimacion de los
anteriores, son aspectos del método matemético a adjuntar a la deduccion.
Métodos euristicos, donde ya es dificil hablar de andlisis y sintesis, a priori y a
posteriori. En todo caso, el producto va a ser abstracto, y habra que velar por
reconocerlo en la realidad de partida.

Sé muy bien que en toda esta concepcion se margina una parte no pequefia de
la produccién matemética. Pero..., ¢para qué sirve ese resto? Y sobre todo,
¢por qué ensefarlo o por qué aprenderlo? No me conformo con la observacion
de J. W. N. Sullivan:

“La importancia de las Matematicas radica precisamente en que son un arte.
Cuando nos informan acerca de la naturaleza de nuestra mente, las
Matematicas nos informan también sobre muchas de las cosas que dependen
de ella. Nosotros somos los legisladores del Universo y hasta es posible que
estemos haciendo experiencias solamente con aquello que hemos creado
nosotros mismos, y que la mas importante de nuestras creaciones matematicas
sea el Universo material. Dicho de otro modo, las Mateméticas no son
importantes para el Universo porque muestren los principios que obedecemos,
sino porque muestran los principios que imponemos" (J.W.N. Sullivan, cit por
Schaff; 1978, 71-72).

Este valor de instrumento para mejor conocimiento de la mente no enriquece a
la Matemética. Nos advierte tan sé6lo de nuestra pobreza, como el error
advertido clama por la verdad. Y para esto, basta con los que se han
equivocado ya y los pertinaces del futuro. Ademas, como instrumento de
investigacion psicolégica, estoy persuadido de la validez y suficiencia de los
procesos seguidos en la Matematica de lo real.

No es desdoro el ser instrumento a utilizar:

"Hasta final del siglo XIX la principal preocupacion de los grandes matematicos



era comprender el funcionamiento de la naturaleza (...). Las Matematicas
fueron simultdneamente la reina y la criada de las ciencias, una de ellas" (M.
Kline; 1978, 137).

Su mision era colaborar, servir a este fin.

Me he extendido en estas reflexiones sobre el ser y el proceder de la
Matematica. Dos razones me han movido a ello. La primera, porque
dificilmente sabra conducir a otros el que no sabe dbnde va, y estamos
hablando de ensefianza. La segunda, porque no abundan los tratados, o
ensayos al menos, que estudien estas cuestiones; no se profundiza y el
desconcierto es grande, como ha podido observarse.

Telegraficamente unas veces y en forma difusa otras, he intentado presentar
un esquema de cuestiones basicas, de fundamentos. He intentado aflorar un
concepto de Matematica, su objeto y su método, en una exposicion de
aficionado. Me someto a la critica de los verdaderos especialistas, no me
importa. Lo que si me importaba era dejar claro desde el principio mi
preocupacion al respecto.

1.2 LA MATEMATICA EN LA EDUCACION
1.2.1. Presenciaen el curriculum

Si para Aristoteles el aprendizaje de la Logica debia preceder al de cualquier
otra disciplina, como garante del recto juicio (razonamiento e investigacién
cientifica) para muchos pensadores modernos y con ellos, o por ellos, los
disefiadores de planes y programas de estudio, la Matematica ha llegado a
ejercer tal funcidén, con ventaja incluso de aplicabilidad técnica. Spengler y
Maritaine asi lo observaron, aunque para mas amplias dimensiones: el
pensamiento y la cultura contemporaneos. El Derecho tiende a sustituir a la
Etica, y las Matematicas a la Logica.

Desde principios del pasado siglo las Matematicas van invadiendo
paulatinamente los planes de estudio, desde la Maternal a la Universidad como
reza el subtitulo del Boletin de la Association de Professeurs de Mathématique
de I'Enseignement Publique; o, mejor, desde la Universidad al Preescolar.

"Los profesores de Matematicas protestarian enérgicamente si se les pidiese
que empleasen ocho afios en la ensefianza Primaria, tres o cuatro en la
Secundaria y otro en el College estudiando Ceramica. Pero no ven que las
Matematicas por las Matematicas tienen para los jévenes menos interés que la
ceramica para ellos mismos" (M. Kline, 1978, 150).

Contemplando el caso actual de Espafia, un nifio puede encontrarse con
Precélculo en la Escuela Infantil, a los tres o cuatro afios, y soOlo sera
amnistiado a los dieciséis, finalizada la Educacion Secundaria Obligatoria; 2°
de B.U.P. 0 1° de F.P., segln el plan a extinguir. Si bien es muy posible que
tropiece de nuevo con alguna asignatura de Estadistica o Logica Matematica
en la Universidad.



Una pesadilla.

De otro lado, es continuo el movimiento descendente de los contenidos.
Conceptos que hace no mas de veinte afios estaban reservados a hacer las
delicias de estudiantes de los cursos 2° 6 3° en las Facultades de Ciencias
Mateméticas, son ahora parte fundamental en los programas previstos para
alumnos de diez u once afios.

Otra pesadilla.
¢, Cual es el origen de esta situacion?

Pudo haber ocurrido que hubiera una vez una Comisidn que preparaba un
nuevo plan de estudios, para Enseflanza Media o Elemental. En torno a una
mesa redonda se sentaron, quiza, pudo ocurrir, especialistas poco equilibrados
dispuestos a defender la omnipresencia de la Matematica por sus muchos
valores formativos y ulterior necesidad, y expertos en otras areas,
suficientemente ignorantes en Matematicas y resueltos a no parecerlo, que
admitieron sin rechistar y hasta con elogios las conquistas de la gran nueva
ciencia a lo largo y a lo ancho del naciente plan. Es una inocente caricatura
pero con rasgos de verosimilitud muchos en el caso del Algebra y casi todos en
el caso de cierto pais...

Pero no nos engafiemos. Hay una fuerza coercitiva mucho mas intensa que
una mesa redonda: la calle. Las comunicaciones, la Técnica y la Economia, la
Industria y el Comercio. Dificil de imaginar seria el nivel de desarrollo, la
agilidad en el intercambio de ideas y mercancias, si la parcela dedicada a la
Matemética en los planes de estudio se hubiera mantenido en los grados de
1.800, aun modificando los contenidos. De risa. Baste el manido ejemplo del
Sputnik y los planes de estudio de la Union Soviética de la posguerra, y la
reaccion en USA y el Apolo en la Luna diez afios mas tarde.

Mas los efectos de la influencia social no han sido los deseados. ¢Qué se
estudia o0 qué se esta obligado a aprender, qué es mas exacto, en los niveles
generales y obligatorios de la Ensefianza que luego se utilice realmente en la
vida corriente o laboral? ¢Combinatoria? ¢ Probabilidad? ¢ Estadistica?
¢Geometria Euclidea o Riemanniana? ¢Nociones de Analisis y estudio de
funciones? Solo tangencialmente. Como apéndices. Casi nada. Nada.

¢ Puede decirse que la Técnica, la Economia, las Ciencias de la Comunicacion
y la calle han determinado el papel concedido hoy a las Matematicas en los
planes de estudio? Si en la intencién, por la genérica necesidad ulterior; no en
los contenidos, por los problemas de la susodicha "mesa redonda”. Por el
convencimiento de los planificadores, de los matematicos y pedagogos en
general, claro...

Pero, ¢convencimiento de qué? ¢De que las Matematicas son Uutiles en la vida
cotidiana, en general? ¢De que sin Matematicas no se puede trabajar en nada
o en casi nada? ¢O porque las Matematicas son imprescindibles para
progresar en las otras ciencias?



Si la respuesta fuera afirmativa a alguna de estas preguntas, es evidente que
las Matematicas sobre las que se cuestiona no son las incorporadas a los
planes elementales, al menos los vigentes en Espafia hasta fecha reciente.
Venturosamente, algo ha cambiado, para bien: a ello me referiré mas adelante.

Otra seria la respuesta, y arriesgo que unanime, Si nos preguntaramos:
¢estamos convencidos de que las Mateméticas ensefian y ayudan a pensar,
forman la inteligencia?

Existe el convencimiento generalizado de que las Matematicas, con su carga
de orden y rigor, estructuracion e invariancias, por la Logica que las vértebra,
son un buen entrenamiento en el arte de la recta razén. Aunque se corra el
riesgo de considerarlas como instrumento Optimo para la investigacion
cientifica, método universal, ciencia directora. Se limitan al plano cuantitativo y
exigen opciones previas una Logica y una Axiomatica; limitaciones que el
educador sensato y honesto debera ir poniendo progresivamente de manifiesto.

Es mas, con una Pedagogia adecuada, la Matematica puede ser ocasion del
desarrollo de capacidades comunicativas y de la aplicacion e integracion de las
otras ciencias patrticulares. El objeto y modo de la actividad matematica, el qué
se haga, como y con qué a proposito de las Matematicas, pueden multiplicar su
valor formativo vy justificaria suficientemente su omnipresencia en el curriculum
académico.

Asi pues, convencidos de su dimension formativa, constrefiidos por las
exigencias de una sociedad tecnificada y tecnificante y algo victimas de la
dialéctica de la mesa redonda, no nos queda mas remedio que aceptar de
hecho a las Matematicas en todos los niveles de la escolarizacion obligatoria y
en la mayoria de los niveles Medios y Superior. Aunque de buena gana
modificariamos los contenidos, haciéndolos mas utilizables y menos teoricos, y
nos pronunciamos firmemente en una Pedagogia que, con ocasion de la clase
de Matematica, facilite el desarrollo multiple de capacidades intelectuales y de
habilidades manuales y de expresion.

1.2.2. En el transcurso del tiempo?

Hay algo que he soslayado voluntariamente en el anterior andlisis. Una razon
histérica decisiva. La completa y definitiva conquista de los planes de estudio
elementales y medios no se produce hasta entrar en escena la llamada
"Matematica Moderna", acompafiada de una generacion de psicologos,
fundamentalmente pertenecientes a las escuelas gestaltista y piagetiana, que
dan escolta e informan a un grupo no reducido de pedagogos de la
Matematica; prendados unos y otros de la belleza formal de aquella.

"La reforma de la ensefianza de las Matematicas esta relacionada con la
historia (sobre todo reciente) de la matematicas propiamente dichas, con el
desarrollo de las demés ciencias y con las aplicaciones técnicas e industriales
a que da lugar. Pero la consideracion de esta historia reciente de las
Mateméticas nos remite inmediatamente a la creacion por Cantor de la teoria



de Conjuntos a la axiomatizacién de la Geometria de Euclides llevada a cabo
por Hilbert, a la llamada "crisis de fundamentos" de principios de siglo, y al
estudio de las influencias mutuas entre las Matematicas y la Logica, con lo que
casi rozamos ya la Filosofia de las Mateméticas y la Epistemologia, esta ultima
estrechamente relacionada, a su vez, con los trabajos de Piaget" (J.
Hernandez; 1978, 16).

Introducida definitivamente la Mateméatica de Conjuntos en la Universidad a
finales de los afios cuarenta, la joven generacidbn de matematicos quedod
deslumbrada por la facilidad de comprension logica y asimilacion, por su rigor y
novedad tematica. Sinti6 la imperiosa necesidad de compartir su tesoro con los
inocentes alumnos de Secundaria e incluso Primaria. Surge asi el esfuerzo de
unos pocos por encontrar métodos y férmulas didacticas que posibilitaran su
incorporacion a los programas de niveles inferiores con unas minimas
garantias de éxito.

’Se ha respetado casi integramente la redaccién de la 1% edicién. Por lo tanto, las criticas se
refieren esencialmente a la situacion vigente a finales de los afios 70. En la Seccion 1.4 se
comentan las previsiones formuladas en la "Ley de Ordenacién General del Sistema Educativo”
para Espafia (1990) y los Decretos que la desarrollan.

Esto no llegaria hasta finales de los afios cincuenta. La tranquilizacion
pedagogica y el aliento vendrian de la mano de los psicologos piagetianos.
Simultaneamente, o poco después, florece todo un repertorio de materiales
para la iniciacion al calculo conjuntista, aritmético y algebraico. Entre ellos con
ellos un despliegue editorial inusitado, favorecido por las nuevas técnicas de
impresion: color, grabados, maquetacion...

El éxito ha sido muy relativo.

"En cualquier caso, la palabra moderno, cuando se aplica a las Matematicas
gue se ensefan en la escuela, reviste una cierta ambigiedad. ¢Qué es lo que
es moderno? ¢La terminologia? ¢La organizacion de los programas? ¢Los
métodos pedagodgicos? ¢O acaso las mismas ideas matematicas?
Probablemente lo sean todos, pues estan inextricablemente ligados los unos
con los otros" (Schaff; 1978, 60).

Analicemos por menudo estos aspectos.

En cuanto a las ideas matematicas, los llamados "Contenidos", sélo algunos
sectores han logrado abrirse paso; mientras que otros quedan descolgados.
Predominio del Algebra, la Légica y la Geometria Vectorial.

¢ Las causas? Dificiles de analizar. Quizas los tempranos éxitos en la Didactica
de estos campos y lo novedoso del material utilizado. Pero debido también y
mMas seguramente a que sus estructuras fundamentales corresponden a objetos
de la Matematica anterior nUmeros naturales, enteros y racionales, polinomios,
transformaciones geométricas, etc..

Sin embargo, este avance invasor no supuso, como era de esperar, el
desplazamiento de viejos conceptos y técnicas de céalculo. Mas bien se realizé



mediante la agregacion de nuevos enfoques suplementarios, generalizaciones
innecesarias y nueva terminologia sin fin.

La nueva terminologia parece excesiva a muchos y carece la mayoria de las
veces de soporte intuitivo y natural.

Hay que advertir, no obstante, en descargo de los planificadores, que el disefio
de los programas es coherente, gradual y completo en si mismo; lo que no
quiere decir, completo en los temas que abarca, ligero y dotado de
aplicabilidad.

A mi entender, el talbn de Aquiles de la reforma han sido los métodos
pedagogicos.

“"La Didactica tradicional estaba bastante bien adaptada a las Matematicas para
las que fue inventada. Pero a lo largo de los afios han ido introduciéndose
nuevos temas en la enseflanza sin que los principios didacticos se hayan ido
amoldando a ellos, y esto ha originado la pavorosa degradacién de la
ensefianza de las Matematicas que estamos presenciando” (Freudenthal; 1978,
160).

Una critica global previa:

"no creo que quede ninguna duda acerca de si las innovaciones cientificas de
hoy deberan figurar en los programas de mafiana; nuestra preocupacion
fundamental debe ser la de que no se ensefien antes de que los estudiantes
estén preparados para ello, sin olvidar que en el pasado fuimos demasiado
optimistas supervalorando la capacidad de los alumnos para aprender
Matematicas si se les presentaban de una forma adecuada” (Schaff; 1978, 71).

No sé si en el &nimo de Schaaf estaba el plan actual analogo en casi todos los
paises desarrollados, pero, en cualquier caso son los psicopedagogos quienes
tienen aqui la palabra.

El plan aun vigente "Ley General de Educacion” de 1970, en vias de
sustitucion, aunque muy mejorable, era defendible frente al precedente como
era exigible; al menos en su forma y contenido. Apoyandonos en Kline:

"Los defectos del plan tradicional son numerosos. La confianza en la
memorizacién de desarrollos y demostraciones, el tratamiento dispar del
Algebra y la Geometria, los defectos l6gicos secundarios, la conservacion de
temas anticuados, la falta de toda motivacion o atractivo explican por qué a los
joévenes no les gusta la asignatura y, por tanto, no avanzan en ella. La aversion
a las Matematicas se intensifica y las dificultades de comprension aumentan al
tener que leer libros de texto oscuros pobremente escritos y concebidos con
fines comerciales” (Kline; 1978, 1920).

Yo diria mas. Métodos pedagdgicos los hay desde hace decenios. Métodos
pedagogicos capaces de suplir las deficiencias en todos los érdenes de
concepcion y contenidos de los programas y capaces de salir a flote en la



inundacion terminoldgica.

Si, es cierto que la literatura es escasa y dispersa, la investigacion sistematica
casi nula y las experiencias, puntuales, por las razones que sean, quedan
limitadas al conocimiento de circulos exiguos. Métodos pedagogicos, los hay,
pero insuficientemente fundamentados y estructurados, incompletos y sobre
todo, incomunicados.

No echemos la culpa al empedrado: nos faltan buenos profesores. No basta
disponer de una Didactica y de unas técnicas pedagdgicas adecuadas. Hacen
falta profesores que las apliquen, convencidos de su eficacia, porque a ellos
mismos les fueron utiles. Profesores que conozcan los fundamentos y la razén
de ser de lo que estan haciendo: la Matematica que quieren hacer descubrir a
sus alumnos, el proceso psicoldgico natural que sustenta su descubrimiento, el
lenguaje a utilizar, las técnicas que favorecen el descubrimiento y las
motivaciones que lo reclaman.

"La tarea del educador ha ido consistiendo cada vez mas en la iniciacion a las
actividades culturales en lugar de una transmision de adquisiciones culturales.
(...) Se esta haciendo un esfuerzo para adaptar la ensefianza cientifica; lo que
supone que todo aprendizaje debe comprender periodos de invencién dirigida;
es decir: invencion desde la perspectiva del que aprende, y no en sentido
objetivo” (Freudenthal; 1978, 162).

Para que no ocurra lo que esta ocurriendo: que los temas o aspectos llamados
de "Matemética Moderna" sean un apéndice o verruga en el programa,
intercalados o al final, que se minimizan o que a veces no pueden darse... Para
que no se engafie al alumno o éste a si mismo diciéndole o diciéndose que los
asuntos de Mateméatica Moderna son "un a modo de sombrero superfluo”,
simple formalizacion preciosista. Para que no parezca que no existe una
didactica ad hoc. Para que no parezca que el profesor tiene que ensefiar algo
que €l mismo no sabe o0 no sabe ensefar. Por simple dignidad profesional.

En resumen. Fueron el empuje de la Matematica renovada y los primeros
éxitos en su Didactica quienes determinaron la invasiéon completa de los planes
de estudio, reclamada a su vez por las exigencias técnicas, econdémicas y
sociales. Pero el desequilibrio entre los aspectos introducidos y la falta de
formacion del profesorado, ayuno sobre todo de Didéactica, han trocado el ave
del Paraiso que se prometia en monstruo de siete cabezas que vomita fracasos
e insomnios. En palabras de Papy: "la delicada mariposa de mil colores, al
cortarle las alas, quedd convertida en pobre gusano que se arrastra por el
lodo".

De no remediarlo serd escasa lo estd siendo su contribuciébn al proceso
formativo de los alumnos.

1.3. MATEMATICA Y REALIDAD

1.3.1. El realismo de los matematicos



El principio de inmanencia lo pone un matemético: Descartes. La mayoria de
los fildsofos modernos, inmanentistas ellos, empezaron por ejercer como
matematicos o manifestaron una aficion y admiracién por la Matemética no
inferior a la de D. Quijote por los libros de caballeria.

Aunque se invierta el sentido del proceso mental:

"Ocurre frecuentemente en las ciencias exactas que una disciplina matematica
en posesion de un perfil propio, de un estatuto propio de racionalidad, muy
determinado y muy preciso, arranca, en su origen histéorico, de una meditacion
filosofica universal” (R. Saumells; 1961, 21).

O corrigiéndolo:

"El desarrollo de la Filosofia se ha verificado hasta ahora en intima unidén con la
Matematica correspondiente"

Si bien habria que matizar el alcance y los términos de esta afirmacion.

Podriamos pasar lista a los filésofos que aceptan el conocimiento como origen
de realidad (opcién inmanentista) en contraposicion a aquellos otros que
aceptan la realidad como causa del conocimiento (opcion trascendentalista).
Comprobariamos con estupor que la mayoria de los primeros edifican su
pensamiento a partir de la generalizacibn de conceptos y/o métodos
matematicos: hacen Metafisica desde la Matematica. Matematica que, ademas,
no puede calificarse como obtenida de la realidad trascendente al sujeto
cognoscente; mas bien, ideas matematicas producidas por el sujeto tras
elaboracion ¢elucubracién? de "impresiones" sensibles.

Llevando las cosas al limite: incluso la Geometria tradicional, euclidea, que
pasa por paradigma de conocimiento de la realidad conocimiento sensible, sin
aporte de elementos racionales, es para mi algo mas que conocimiento por
evidencia.

La forma geométrica ya es conocimiento racional, en su producto y en su
proceso. No existe en la realidad la forma geométrica pura, por escandalosa
que parezca esta afirmacion. Una forma geométrica, circunferencia, por
ejemplo, es la consecuencia de una inducciébn cuyas premisas son las
constataciones sensibles, una coleccion de partes o elementos materiales que,
a nuestros sentidos, se hallan a igual distancia de un lugar.

Nunca obtendré un objeto material de forma geométrica pura, por perfecto que
parezca; mirandolo con lupa discrepara en alguna de sus partes. Y aunque la
idea geométrica de circulo sea clara y distinta, todos los discos tiene "dientes".
A Thom le gustaria decir, con Platon, que la idea de circulo no es perfecta en la
limitacion que supone la realizacion material de "disco". Es solucion
trascendentalista, si; pero que tiene que acudir al truco de la intuicién para
justificar la causalidad innegable del conocimiento sensible.

*0p. cit., cap. |



"Este compromiso entre la raz6n matematica y los sentidos que lleva a término
la geometria tradicional, es el compromiso que Descartes iba a romper a
beneficio exclusivo de la razon pura” (R. Saumells; 1961, 22).

Es curioso que hasta entonces las Matematicas durmieran también un suefio
de siglos, suefio o inhabilitacion metafisica para desligarse de la realidad. Se
levanta eufdrica con Galois, libre de ataduras que le obliguen a contrastarse
con la realidad. Y en el colmo de la vitalidad, Hilbert declara su independencia,
no ya autonomia, afirmando que la esencia de la Matematica es su coherencia
interna, posible axioma unico.

Paralelamente, la condicion del matematico se ha ido "purificando”.

En un principio, la condicién del matematico estaba incorporada a la de sabio o
filésofo, que estudiaba la realidad toda.

En la Edad Moderna, matematico, fisico, astronomo, ingeniero, todo en uno,
pero nada mas.

Después, matematico y filosofo, y gracias.
Desde el siglo pasado puede hablarse de "matematico, a secas".

Continuando con la restriccion del dominio, ya en este siglo, hay que hablar de
algebristas, gedmetras, topélogos...

Por estos dias, expertos en Topologia Diferencial, Algebra Conmutativa,
Geometria de Variedades Riemannianas o no...

Un matematico puede acabar siendo "alguien que lo sepa todo acerca de
nada".

"El trabajo matematico clasico, poseedor de objetos cientificos, exige una
amplia informacion, porque los temas que trata han sido explorados durante
varios cientos de afios. Consecuentemente, solo un pequefio porcentaje de
matematicos, a los que frecuentemente se etiqueta como matematicos
aplicados, contindan intentando alcanzar los objetivos tradicionales. La mayor
parte se han pasado a los problemas puramente mateméticos y la
formalizacidon, axiomatizacion y generalizacion de lo que ya es conocido" (M.
Kline; 1976, 139).

"Distante de las pasiones humanas, distante incluso de los compasivos actos
de la Naturaleza, las generaciones han creado un Cosmos ordenado en el que
el pensamiento puro puede explayarse como en su propia casa y en el que al
menos uno de nuestros mas nobles impulsos puede escapar de su monétono
exilio en el mundo real” (B. Russel; cit por M. Kline; 1978, 153).

Es una concepcion de la Matematica proxima al hedonismo: buscar el placer de
la "libertad sentida". Pero huye de la realidad actual. Responde a un deseo de
"lo que podria ser", olvidando las exigencias de "lo que esta siendo".



"En la esencia del nimero mateméatico hay un propdsito de una limitacion
mecanica. (...) Una cosa que la vision interna y externa puede captar y en la
que aparece realizada la limitacion" (op. cit, cap.l). Es ya un intento de
conquista de la realidad, o por la realidad...

"El peligro de los entusiastas de la abstraccion procede de que esta moda no
defiende sinsentidos, sino que simplemente promueve una media verdad. No
se debe permitir que las medias verdades unilaterales borren los aspectos
vitales de una verdad completa y equilibrada.

"Ciertamente, el pensamiento matematico actia por abstraccion; las ideas
matematicas necesitan progresivos refinamientos abstractos axiomatizacion,
cristalizacion. Es cierto que cuando se alcanza un nivel mas alto de
comprension estructura] se hacen posibles importantes simplificaciones.

"Ciertamente es verdad, y ha sido claramente puesto de manifiesto que las
dificultades basicas en Matematicas desaparecen si se prescinde del prejuicio
metafisico de ver en los conceptos matematicos descripciones de alguna
realidad en algin modo sustantiva. Sin embargo, la sangre vital de nuestra
ciencia procede de sus raices; estas raices se extienden en ramificaciones sin
fin, profundizando en lo que se puede llamar la "realidad"; si es que la realidad
son la mecanica, la fisica, las formas biolégicas, el comportamiento
econdémico..." (R. Courant; cit por M. Kline; 1978, 142143).

"Nadie puede (razonablemente) dejar de pensar que las estructuras
matematicas mas importantes estructuras algebraicas y topoldgicas surgen
como hechos impuestos fundamentalmente por el mundo exterior y que su
diversidad irracional sélo puede ser justificada por la realidad" (R. Thom; 1978,
129).

No cabrian en este volumen los testimonios de tratadistas y matematicos en
favor de la opcion realista en la matematica. Pero, desgraciadamente, estos
testimonios no suelen corresponderse con la orientacion y el objeto de sus
investigaciones. La comodidad, la inercia o los pocos deseos de ruptura, o el
temor de aislamiento, vienen abonando un continuismo inconsecuente.

Es cierto que estamos faltos de una reflexion seria, "sin complejos ni hipotecas"
como se dice ahora, resuelta a determinar cual sea el objeto de la actividad
matematica y cual la piedra de toque de su verdad.

Necesitamos una matematica ligada a la realidad.

Aunque sOlo conceda certificado de autenticidad a la matemaética finita o de lo
finito.

Aunque el volumen de lo ya descubierto en la linea aceptada no exceda no
creo de unos pocos cientos de paginas.

Aunque una generacion de matematicos deba sacrificarse en la revision y
acomodacion de los pseudodescubrimientos, para su reformulacién conforme a
los nuevos principios.



La ciencia y la técnica del futuro lo agradeceran. Edificar sobre roca permitira
subir mas y mejor, calar mas hondo en la realidad préxima.

Habria también una ventaja adicional de interés para estas paginas: la
didactica. Y en dos vertientes: la formativa y propiamente la del aprendizaje.

La formacion, para que sea auténtica, tiene que desenvolverse en el plano de
la verdad. Es conocimiento de limitaciones y posibilidades y actualizacion de
éstas. Seria lamentable es lamentable tener que proceder con engafios hacia
el alumno al descubrirle o encubrirle, segun se entienda el valor y significado
de lo que esta haciendo en la clase de matematicas.

No quiere esto decir que esté siendo el camino habitual, que las matematicas,
instrumentalizadas con el sano afan de formar inteligencias, sean todas ellas
ficcion. Pero se ignora la carga de realidad que comportan, cuanto menos; y al
no hacer hincapié en ella, se desperdician valiosos estimulos.

Se separa a la Matemaética de lo real en la concepcion, en los objetivos y en la
actividad. Hasta en las Facultades universitarias y en sus ramas. Incluso en
una especie de terrorismo psicoldgico, se denigra al "matematico aplicado”,
sospechoso de servir a intereses bastardos.

Inmanencia; independencia; puritanismo, ¢y para qué sirven las Matematicas?
1.3.2. Realismo y didactica

Los nifios son grandes metafisicos. No ponen principios ni historias; miran y
basta. No plantearan la cuestidon "¢ cual es la realidad de la Matematica?", sino,
"y eso, ¢ para qué sirve?"

Y lo que es mas grave: no plantean la cuestion por curiosidad natural, sino por
desilusion, como critica.

La respuesta para las Matematicas que se les ensefian, si es que existe, y se
les da en forma asequible, llega tarde y es inadecuada. No esperaban
explicaciones: hubieran preferido hechos, algo tangible, problemas resueltos,
conocimiento verdadero.

Los nifios son grandes metafisicos.

Los adolescentes y jovenes son bastante menos. Les han les hemos quitado
las ganas. Ahora pasan, y basta. Han aprendido a no hacer preguntas inutiles,
no desean respuestas artificiosas, vanales para ellos en el caso de las
Matematicas que se les transmiten. Se hacen a si mismos la pregunta: "Y eso,
¢para qué servira?"

La sociedad tecnificada y tecnificante les ha inculcado el gusto por "lo que
funciona"; y las Matematicas funcionan. Y su espiritu en cultivo ha aprendido a
saborear lo correcto, lo perfecto; y las Matematicas son, dicen, exactas.



La situacion podria asemejarse a la de tener que escenificar a Shakespeare en
inglés por estudiantes que no conocen esta lengua. Escenificarlo con
pronunciacién y acento correctisimos, pero sin saber qué estan diciendo;
ignorando el argumento, el sentido de las expresiones, el por qué de los
gestos... Ignorantes de la profunda raiz del drama, y apenas haciéndose cargo
del ritmo de la obra. Podria alcanzarse un grado de perfeccion formal que
pasmara a un britanico, inclusive.

En la Matematica formal y estructural, vacia de realidad fisica, lejana y fria en
el fondo y en la forma, que nuestros alumnos pueden encontrar en clase,
ocurre lo mismo que en la pieza de antes, pero sin representacion, sin
argumento y sin Shakespeare. Y ademas, obligatoriamente, si quieren ser
alguien el dia de mafana... Es como otra tragedia, esta vez sin resonancias,
sélo repercusiones personales.

El adolescente y el joven reclaman, aunque sea sin palabras, el significado real
de lo que hacen, de lo que se les obliga a hacer. Piden "algo" tangible y con
sentido: una realidad mejor conocida, un problema resuelto.

Los adolescentes y los jovenes guardan un rescoldo de ingenua Metafisica
infantil, oculto tras las cenizas del desencanto sistematico, por la espera a una
pregunta y eso, ¢para qué servird?. Y ahora, ademds, dificilmente
"envenenables" por la curiosidad; con escaso afan de conocimiento.

Hasta que un buen dia deja de oirse de escucharse, hace mucho, temo que
mas por acomodacion del alumno al statu quo que por otra cosa.

Pero este es problema general; que lo resuelvan pedagogos y psicologos...

Soplan vientos de utilitarismo. Para muchos, el fin ha sido suplantado por la
utiidad. No hay que escandalizarse: la Verdad es Uutil en las verdades
pequefas que la reflejan. Disculpemos a los méas chicos por confundir Ser,
Verdad, Fin y utilidad. La formacién alimentara su gusto por la contemplacion.
Pero es que jcontemplar las férmulas matematicas...!

Esta digresidbn pedagdgica sali6 a colacion a propésito del nexo entre
Matematica y Realidad. ¢ Es la Matematica, la actividad matematica, fuente de
realidad? ¢O es la realidad la fuente de la Matematica? Me quedo con lo
segundo, mas en forma de "pozo"; la Matematica hay que extraerla de la
realidad. Desecho lo primero para no caer en la construccion de bueyes alados;
que literaturas de signos y simbolos ya hay bastantes; y para divertimento con
reglas fijas, el ajedrez.

En el aspecto metodolégico, la ensefianza de una Matemética con base y
término en la realidad solo tiene sentido mediante el manejo y observacion de
dicha realidad. Y al hablar de realidad, estoy refiriéendome a la realidad fisica,
corporea; el tratamiento matematico de la realidad espiritual tendria un caracter
analdgico.

Esto ya se hace, cierto; pero en escasisima medida. Y no por falta de



posibilidades:

"los problemas matematicos y sus soluciones pueden ser sugeridos por
cualquier seccion de nuestra experiencia, bien sea Optica, mecanica u otra
clase de fenbmenos" (G. Polya; 1966, 200).

La barrera se encuentra en el convencimiento generalizado de los profesores
de Matematicas sobre el caracter eminentemente abstracto de éstas, y de la
imposibilidad, inutilidad e incluso inconveniencia de la manipulacién de lo fisico
para obtenerlas.

Hay que decir, en honor a la verdad, que no faltan los modelos de
comportamientos fisicos correspondientes a la mayor parte de los conceptos y
resultados estudiados en los niveles elemental y medio.

Los autores procuran ignorarlos.
Los profesores no los conocen o descuidan su empleo.

Y los alumnos se quedan con la sensacion de que las Mateméticas solo se
encuentran en los libros.

Una Matematica extraida de la realidad corporea forzaria a la manipulacion de
lo concreto, como lo reclama la psicologia.

"Los primeros y mas sencillos ejemplos, son los mas impresionantes en varios
aspectos matematicos" (H.G. Polya, 1966, 198).

Lo fisico es algo mas que un estimulo motivador en Matematicas:

"Si no se da un significado a las Matematicas, es como si se ensefara a los
estudiantes a leer una notacion musical sin permitirles interpretar la musica" (M.
Kline; 1976, 17). "Podemos esperar y tratar de inculcar el interés y el gusto por
las Mateméticas, pero éstos deben ser subproductos de un objetivo mas
amplio: mostrar para qué sirven las Matematicas" (H.G. Polya, 1966, 169).

Para no caer en el absurdo del estudio por el estudio, la forma por la forma.
Para que nuestros alumnos no se consideren condenados a trabajos forzados.

No pretendo negar la libertad de creacion a quienes opten por las Mateméticas-
ficcion, como no se niega al artista el derecho a una vision personal de la
realidad, aunque sea deforme. Pero el derecho sustantivo tiene su fuente en la
verdad material que se alcance; fuente que ve enriquecido su caudal por el
beneficio personal que es la verdad.

1.4 UNA REFORMA EN CURSO

Estamos de enhorabuena. Deberia iniciar esta Seccion con la exclamacion
"inuestras demandas han sido escuchadas!" Si, en las previsiones, en la letra
de las disposiciones oficiales; veremos en la practica.



Desde mediados de los afios 70, la inquietud de los profesores de Matematicas
era notable. De una parte, la ampliacién de Contenidos previstos en la Reforma
impulsada por la "Ley General de Educacion” (1970), incorporando definitiva y
radicalmente aspectos de la llamada "Matematica Moderna", en la que muchos
de ellos no habian sido formados. De otra, el fracaso: el &rea matematica era la
que acumulaba hasta el dia de hoy mayor nimero y reiteraciones de fracaso
escolar, con "discalculia" generalizada. Ademas, los alumnos mas pequefios y
los grandes seguian preguntando: "Y esto, ¢para qué sirve?"...

Comenzaron a menudear los movimientos y "Grupos de renovacion
pedagogica”, con intenciones de reforma en el qué y cdmo ensefar
Matemética, entre otras cosas.

1.4.1. Aspiraciones recogidas
La "reaccion” se abrié paso.

Y en la Reforma educativa gestada en los afios 80, plasmada en la Ley de
Organizacion General del Sistema Educativo 3 de octubre de 1990 y en los
Decretos que la desarrollan esencialmente, los fechados en 1991, se
recogieron no pocas de estas ansias:

1) Consideracion de los problemas de la "vida diaria”. O lo que es lo mismo:
la incorporacion de tdpicos matematicos de uso cotidiano en los medios de
comunicacion prensa, television, publicidad, revistas, etc., en el comercio, en la
industria...

Asi, nos encontramos con "Bloques Tematicos" tales como: "Tratamiento de la
Informacién”, "el Azar", "los lenguajes matematicos", etc; o la recuperacion de
temas relegados por Reformas anteriores: Geometria Plana y del Espacio. Y la
recomendacion didactica de acudir a situaciones y cuestiones proximas a los
intereses y necesidades de los alumnos.

Ignoramos si la intencidn es simple preocupacion motivacional o utilitarista jno
seria poco!, o algo mas profundo: convencimiento del nexo "realidad-
Matemética".

2) Atencion preeminente a los "Procedimientos” y "Destrezas". Tanto de tipo
calculatorio: algoritmos numéricos y algebraicos, transformaciones geométricas
y analiticas; como los de finalidad comunicativa: interpretacion y expresion en
los diferentes "lenguajes” (numérico, algebraico, gréfico, "habla" natural...); o
los de caracter instrumental: calculo mental, empleo de la calculadora y el
ordenador (segun niveles).

Se da importancia al "saber hacer", "saber expresar”, "saber comunicar"; por
encima del puro "saber". Sin duda, en el convencimiento de que éste debe ser
"operativo" y "comunicable"; si no, queda estéril.

En esta misma linea podriamos continuar destacando:



3) Reconocimiento del "valor matematico” aunque sélo sea instrumental de
las diferentes "formas de lenguaje": simbdlicoformal (numérico o algebraico),
gréfico (funcional), de "habla comun" (hablado y escrito).

4)  Atencion curricular a las "Actitudes" y "Valores" en relacibn con la
Matemética y las actividades en esta Area. Con determinacion de objetivos
propios.

5) Consagracion de la "flexibilidad en los curricula”. Manifestando
sensibilidad tanto hacia las "diferencias contextuales" de caracter geogréfico,
cultural o socioecondémico, como hacia las "diferencias individuales" de todo
género.

En buena ley, no se encontraran dos "curricula" idénticos; ni para grupos de
alumnos, ni en el seno de un mismo grupo. Deberan formalizarse
"Adaptaciones curriculares" que respondan a las necesidades individuales y
que permitan un aprovechamiento fructifero de la escolaridad en cada nivel,
conforme al "estado" en que aparece el alumno, sus peculiaridades, ritmo
posible de trabajo, intereses... Importando mas el "progreso relativo” que "el
nivel final previsto”, que ni siquiera se determina, ni en contenidos, ni en
destrezas, ni en actitudes, ni...

Esto supone, por ende, una atencidén peculiar a los alumnos con deficiencia
visual nuestro caso, aunque sOlo sea en el plano programatico,
reconociéndoles objetivos, exigencias y medios propios. Ademas, pueden
incorporarse al curriculum aspectos especificos de la educacién especial, como
serian las "destrezas exploratorias hapticas" o "visuales", dominio del
instrumental  especifico, desarrollo de capacidades comunicativas
convenientes, etc.

6) Insistencia en las orientaciones didacticas y metodoldgicas. Hasta el
punto de poder calificarse de "Reforma de la Didactica", mas que de "Reforma
de Programas”, que quedan abiertos a las necesidades contextuales y de los
alumnos, e incluso, a las preferencias del profesor.

No nos dejemos subyugar, deslumbrados por tanta bondad. Preveamos
defectos, que nunca faltan.

1.4.2. Peligros que acechan

Desde los puntos de vista metodolégico y didactico, la Reforma prevista es mas
que aceptable: satisfactoria. Pero...

iOjald que las criticas sean desmentidas por el transcurso del tiempo! Me
cefiré a los niveles de Educacion Obligatoria, en los que las perspectivas son
mas temibles.

1) Ausencia de "niveles minimos" o "de promocién"; con especial
repercusion en lo relativo a "Conocimientos" y "destrezas"; lo que, unido a un
régimen de "promocion automatica” de alumnos, puede conducir a dos



problemas educativos graves:

. Heterogeneidad de los "niveles de partida” en el seno de un mismo grupo
de alumnos, a la hora de abordar un tépico matematico nuevo o ampliacion de
otro ya tratado en cursos anteriores. Con lo que se obliga a una "recuperacion”
o "habilitaciébn" que permita proseguir una marcha efectiva de todos los
miembros de un grupo. Los optimistas aseguran que esta "puesta al dia" se
llevaria a cabo al margen de las clases ordinarias "recuperacion
individualizada", mediante "tareas ad hoc".

. Traslado de Centro educativo de un alumno. Situacion previsiblemente
cada vez mas frecuente, dada la creciente movilidad laboral y geografica.
Pudiendo darse un desfase cualitativo de formacion matematica entre los
mismos niveles o cursos de centros distintos; y no soélo diferencias
metodoldgicas.

Los problemas es de temer se agudizarian en el caso de "alumnos con
dificultades de aprendizaje”, si las "adaptaciones curriculares" que pudieron
"disfrutar" suponiendo que las hubo implicaron mermas efectivas de "niveles de
exigencia", "Conocimientos"”, "Destrezas matematicas", etc., sacrificados en
aras de la atencibn a otros Objetivos reclamados por las "dificultades"
especificas.

de los "apuntes”, "hojas de trabajo", "resimenes", "glosarios", etc., por encima
del "libro de texto" pasaria a jugar un papel de mero "libro de consulta”, el
trabajo adicional para el docente que esto supone y el caos pérdida de unidad y
gastos disparatados que las experiencias apuntan, hacen pensar que la
inmensa mayoria acudirdn a un "libro de texto" de referencia obligada. En él se
encontraran los "niveles minimos" a adquirir por los alumnos del grupo y que,
en Ultima instancia, determinardn la exigencia. Sin duda, mayor serd la
uniformidad entre editoriales que entre centros educativos.

2) Riesgo de "superficialidad" en contenidos y procedimientos. Derivada de
posibles excesos de atencion a "lo concreto” y "manipulable”, y/o marginacion
de los aspectos estructurales y sistematicos, por falta de tiempo y abandono
progresivo del esfuerzo abstractivo y de organizacion de los conocimientos
adquiridos.

El recurso a lo cotidiano y proximo, a lo fisico manipulable, a los medios
ordinarios de comunicacion, es atractivo, util, préctico, interesante... Como
"situaciones de partida" o de ensefianza aprendizaje, inexcusables. Pero si no
se pasa de ahi, si no se profundiza, interrelacionando contenidos y técnicas, si
no nos adentramos en la intrincada selva de lo abstracto estructurado y
sistematico, no descubriremos la Matematica con mayusculas: quedaremos en
los linderos de la misceldnea o matematica vislumbrada; no se llegara muy alto
en el edificio armonico y organizado de la ciencia.

Esto, sumado a la heterogeneidad previsible y a la promocién quasiautomatica
de nivel, mas visos tiene de fraude intelectual que de acercamiento a la ciencia.
Tendré valor motivador, divulgativo; no formativo.



Habra que confiar en la formacién matematica y buen sentido del profesor y, de
nuevo, en la amplitud de miras de las editoriales...

3) Riesgo de sustitucion del "fracaso” por la "ignorancia generalizada". Con
dos fuentes principales de alimentacion:

. El rasgo sistémico de "promocion automatica” o "quasiautomatica”, sin
organizacion eficaz de "actividades de recuperacion”; que, ademas de suprimir
un importante incentivo al esfuerzo personal, abre las puertas a la devaluacion
de Objetivos, en virtud de un "realismo posibilista”, generador de curricula
expuestos a las circunstancias reduccionistas, individuales o del grupo.

. La inclusibn de Objetivos de caracter actitudinal y valorativo como
elementos decisorios en la promocion individual.

No es grave que superen un ciclo alumnos que han demostrado ser
espléndidos comparieros de equipo y aprendices de "buen ciudadano” en la
clase de Matematicas, que muestren interés y gusto por esta Area, sensibilidad
estética y cuidado en las presentaciones graficas... No es grave, sino muy
loable. Lo preocupante es que no lleguen a dominar conceptos y técnicas que
deberan emplearse de forma determinante en el nivel inmediato superior, y que
estas carencias queden encubiertas en una "evaluacion global" por aquellos
otros aspectos formativos y convivenciales, importantes pero alejados del
quehacer intrinsecamente matematico.

¢No se estara trocando el respaldo a aspectos formativos generales en factor
de confusién evaluatoria?

Claro estad que "no hay mal que por bien no venga": la primera actuacion del
profesor sera instrumentar una "evaluacion inicial”. Con ella, puede obtener una
informacion orientadora del nivel real en que cada alumno se encuentra
respecto de los tépicos a abordar, las carencias concretas a remediar; y que
informe también a cada alumno de sus necesidades tal vez ignoradas, y de la
urgencia en su remediacion. "Evaluacion inicial" que como se explicita en las
disposiciones oficiales, debe reiterarse a lo largo del curso, antes de iniciar
cada nuevo tema o bloque tematico.

En suma, la calidad y nivel exigible en instruccion y formacion matematicas
qguedan, ahora mas que nunca, en manos del profesor; solo o formando parte
real del equipo de trabajo que se supone debe ser el departamento o seminario
didactico.

Contard, eso si o tal deseamos, con la ayuda orientativa de las editoriales de
"libros de texto".

Deber& contar también con la presion social sobre todo, de las familias de los
alumnos, consecuencia de ser la Matematica una ciencia que no excusa el
esfuerzo, la reflexion y la interconexion permanente de sus conceptos y
técnicas; es decir, la asignatura mas dificil y trabajosa para el estudiante y, por
tanto, la que coseche peores resultados académicos, por atrayente que



consiga mostrarla el profesor y agradables que resulten las clases.

Pero, ¢contard el profesor con la necesaria formacién, o medios para
alcanzarla?

Como en las anteriores, el "tendén de Aquiles" de esta Reforma sera la
formacion actualizada del profesorado, formacion: no mera informacion.

Volver al indice / Inicio del Capitulo



CAPITULO 2
A PROPOSITO DE APRENDER EN MATEMATICA

2.1. FORMACION Y MATEMATICA

En el proceso educativo, y concretamente en lo que toca a la Matematica, lo
importante no es lo que se estudia 0 lo que se aprende. Lo importante es la
persona que se forma, el alumno. Es el objetivo Gltimo; respecto de él, los otros
son objetivos instrumentales, que hay que instrumentalizar.

Disculpable es que los profesores de Matematicas no asemos de pregonar que
nuestra asignatura es la mas formativa, la mas completamente formativa bajo
muchos aspectos. Algunos han llegado incluso a creérselo. Tal postura me
parece, mas que parcial, deformante.

A medida que transcurren los afios, aparecen ante mi mas claros dos aspectos
acerca de la Matematica en la ensefianza: su permanente pobreza y sus
posibilidades ilimitadas.

Pobreza por su objeto y por sus fines especificos, en el curriculo académico
que disfrutamos o en el perfectisimo que pudiera disefiarse. Es la pobreza
relativa de la instruccibn matematica, atenta tan so6lo a un aspecto de la
realidad, fisica para mayor limitacion; incompleta formacion para la vida,
aunque los conocimientos que acabe consiguiendo el alumno sean hoy
imprescindibles para el progreso individual profesional y para el desarrollo de la
Ciencia y de la Técnica. En su miopia y apegamiento, algunos han llegado a
considerarla riqueza incomparable.

Y pueden calificarse de ilimitadas las posibilidades que adornan la Matematica
en lo que se refiere al proceso educativo, en cuanto ocasion para la
actualizacion y fomento de capacidades personales del alumno. En cuanto
ocasion; es decir, en cuanto que la actividad desplegada en torno a un tépico
matematico es susceptible de remover y nutrir los diversisimos aspectos de la
personalidad del alumno. Asi pues, podemos convertir esa actividad en medio
para la formacion integral.

No es extrafio que tan atrayente tarea haya hecho descender a eminentes
maestros desde la catedra universitaria a los niveles mas elementales, parvulos
inclusive, para ponerse al servicio de espiritus y aptitudes aun nacientes.

Para instruir en Mateméaticas bastarian los libros, las maquinas y los
programas. Para.formar con la Matematica y desde la Matematica hacen falta
hombres pacientes, exigentes y sensibles, profundos y equilibrados,
entusiastas de la Matematica y de la Ensefianza: maestros. "El que no sabe
repetir es un esteta. El que repite sin entusiasmo es un filisteo. Solo quien sabe
repetir con entusiasmo renovado constantemente es un hombre" (Kierkegaard).

Esta formacién con ocasién de la Matematica puede considerarse desde tres
perspectivas no excluyentes:



. por la Matematica, ella misma;

. por la Matematica, en el contexto de las ciencias todas; y

. por la Matematica como tarea educativa, como actividad pedagogica.
Paso a analizar estos aspectos deteniéndome especialmente en el ultimo.
2.1.1. Valor formativo intrinseco de la matemética

La formacion que pueda forjar la Matematica por ella misma nace del caracter
abstracto de los productos matematicos. Es tipica de la ensefianza en las
Facultades de Ciencias Matematicas y ha sido desgraciadamente lo sigue
siendo la unica dimensién formativa que se ha concedido a esta materia en el
curriculo, satisfaciendo a muchos y entusiasmando a algunos. Las Matematicas
son formativas porque son dificiles.

Exigen un esfuerzo abstractivo, capacidad de interpretacion y expresion
simbdlica, agudizar el ingenio... Las Matematicas son formativas porque son
abstractas.

Se ha dicho que en este siglo, los éxitos de la Légica Matematica y la
Axiomatica redujeron el nivel de dificultad de los procesos demostrativos y
comprension global. Exigieron y favorecieron mayor rigor pasando éste a ser el
primordial agente formativo, obligando a calibrar los mas nimios detalles en una
definicion o en una demostracién. Las Mateméticas son formativas porque son
abstractas y, sobre todo, rigurosas.

La Axiomatica facilitd la invasion de las estructuras, permitiendo el claro
establecimiento de semejanzas y desemejanzas, antes sélo observadas en sus
efectos. Las "estructuras”, algebraicas, geométricas o0 topoldgicas, se
convirtieron en una especie de clichés mentales aplicables a las méas diversas
situaciones. Las Mateméticas estructuran la mente.

Resumiendo: las Matematicas son formativas por ellas mismas porque son
abstractas, rigurosas, estructuran el pensamiento y, por ende, son dificiles.

¢, Qué aspectos o capacidades intelectuales son transformados o desarrollados
por la Matematica?

En cualquier descripcion vectorial de la inteligencia que adoptaramos,
descubririamos componentes que, a priori, considerariamos afectables
positivamente tras un "tratamiento a base de aprendizaje matematico".

Aun siendo llevado correctamente el proceso, resulta muy discutible la
comprobacion de un progreso efectivo los optimistas dicen que si, aunque sean
demoledoras las criticas sobre los instrumentos de medida utilizados. Tampoco
se ha probado si es mas formativa la llamada Mateméatica Moderna pese a
quien pese, como concluyen numerosas experiencias.



Lo que si es cierto es que el aprendizaje de la Matematica exige una mayor
comprension de lo abstracto una sistematizacion no lineal y una precision en su
lenguaje formal que reclama una puesta en juego de recursos intelectuales
quizas superior a la de otras ciencias.

2.1.2. Papel formativo de la Matematica en conexion con las demas
ciencias

La Matematica ha ido secularmente ligada a otras ciencias en la ensefianza; en
particular a la Fisica y sus afines. En la investigacion, esta relacién ha sido mas
estrecha aunque con papeles diversos en el estudio de un objeto determinado,
segun los aspectos o la metodologia:

. como ciencia auxiliar instrumental;
. con participacién cuantitativa en los estudios multidisciplinares;
. con participacién cualitativa en el contexto de la "ciencia integrada”.

En la actualidad son innumerables los esfuerzos por trasladar la metodologia
cientifica a la actividad educativa. El intento no es nuevo. Mas claramente,
desde el siglo pasado, Decroly propone un sistema educativo acorde con esta
inquietud, siendo numerosos los centros en todo el mundo que lo aplican.
Incluso en nuestra Ley General de Educacion 1970 se recogia la inquietud bajo
el término "globalizacion”; y en la "Ley de Ordenaciéon General del Sistema
Educativo" de Espafia (1990), como "educacion comprensiva".

La Didactica de la Fisica, de la Quimica y de la Biologia parecen orientarse
cada vez mas en la direccidon de la "ciencia integrada”, confiriendo siempre un
papel no pequefio a los aspectos matematicos.

"La resolucidn satisfactoria del problema pedagdgico pasa por la coordinacion e
integracion de los distintos temas en la escuela” (A. Z. Krygowska; 1978, 190).

El valor formativo de la Matematica en el concepto de las demas ciencias,
concebido o no como "ciencia integrada”, es colateral y secundario, pero
innegable y muy aprovechable. Esclarece la aplicabilidad de las Matematicas
fuente de interés; fija el grado de conocimiento de la realidad que supone el
conocimiento matematico, eliminando topicos y suefios de la razén; y posibilita
el contacto cientifico con multitud de realidades, formacion en extension.

"Una iniciacion sistemética a los alumnos, correctamente elaborada desde el
punto de vista metodoldgico y que tuviese en cuenta la concepcién moderna de
la aplicacion de las mateméticas, contribuiria a la realizacion de dos fines
educativos importantes: el primero, mostrar a las mentes que no es "a pesar"”
del caracter abstracto y de su autonomia, sino "gracias" a ellos, por lo que las
Matematicas pueden intervenir en cualquier situacibn como instrumento y como
método de pensamiento. El segundo seria el de conseguir una buena
asimilacion de las estructuras matematicas elementales, haciéndolas
operativas" (A.Z. Krygowska, 188).



2.1.3. Con ocasion de la clase de matemaéatica

Y llegamos asi a la tercera dimension apuntada al principio: el valor formativo
de la actividad Matematica en la ensefianza. Como actividad pedagdgica o
tarea educativa, que diria Freudenthal ("educational task").

Esta dimension no excluye las dos anteriores, simplemente las sobrepasa.
Comprende la segunda, en una concepcion moderna de la Didéactica de la
Matematica y consigue la primera necesariamente.

La formacion que la Matematica proporciona por ella misma puede alcanzarse
sin mas medios que un texto matematicamente correcto, riguroso y completo,
en el que no falten expresiones simbdlicas. Desnudo, si se quiere, de
ilustraciones graficas, dibujos, diagramas, cuadros, etc., y aplicaciones a
problemas concretos; nada de esto es imprescindible para la Matematica.

Para alcanzar el valor formativo en conexibn con las demas ciencias
particulares, no serian precisas las clases de Matematicas; podrian diluirse en
las de Ciencias de la Naturaleza o Ciencias Sociales.

En ambos casos sobrariamos los profesores de Matematicas. Y las cosas
parecen desenvolverse de manera muy distinta: escasez de éstos y excedente
en casi todas las demas éareas. No se trata, pues, de supravalorar una
dimension pedagogica en defensa de intereses corporativos.

En la actividad o proceso de aprendizaje mateméatico suelen distinguirse cuatro
fases o aspectos:

. observacion,

. formalizacién,

. sistematizacion,
. aplicacion.

Una actuacion pedagogica adecuada posibilita un aprovechamiento formativo
nada desdefiable.

Siempre dentro de las ideas que inspiran estas paginas, la Matematica habra
que buscarla alli donde se encuentra primigeniamente, donde subyace: en la
realidad fisica. Si bien es cierto que puede obtenerse mediatamente, a través
de una expresion verbal, grafica, o simbdlicoformal, etc. Buscar un objeto
matematico en la realidad fisica tal vez acarree dificultades instrumentales y
materiales; sera mas lenta y trabajosa, pero pedagdgicamente es mucho mas
rica.

La manipulacion de lo fisico por el alumno es ocasién multiple de desarrollo de
capacidades sensoriales y motrices, de observacion, desencadenamiento de
actividades psicomotrices, Unica via segura de configuracion del espacio



interior, etc.

“La asi llamada "Geometria Experimental” no es otra cosa que el proceso de
organizacion de la materia bruta de los fendmenos espaciales. Al comenzar el
estudio de la Geometria esta actividad puede ser realizada con los materiales
concretos que el alumno sabe manipular, es decir, manejar con sus manos, lo
gue resulta bastante natural. Mas tarde es posible prescindir de este material
concreto, lo que no quiere decir que ya no haya experimentacién. La
organizacion de la materia bruta debe repetirse en cada una de las fases (...).
Si la actividad creadora en Matematicas consistiera en constatar Unicamente
que tal proposicion es verdadera y tal otra falsa, podriamos dejar la tarea a las
maquinas de calcular" (H. Freudenthal; 1978, 169-170).

Alguien podria objetar que esta fase de manipulacion de juego, de contacto con
la realidad fisica, no pasa de ser una simple motivacién. Algun purista podria
pensar que mas que Matematica es ramplona técnica pedagogica, justificable
tal vez para el nivel de la Escuela Infantil o poco mas.

Acudo nuevamente a la artilleria pesada del argumento de autoridad:

"Esta actividad organizar matematicamente la materia es considerada
generalmente como un prologo a las Matematicas y éstas comenzarian en el
momento que termina la matematizacion de la materia, es decir, con la
presentacion del sistema deductivo. Si esto fuese correcto, resultaria que la
creacion matematica, que es a veces la organizacion de una materia
empleando medios matematicos, no formaria parte de la Matematica; mientras
que la lectura pasiva de una Memoria constituiria una actividad matematica" (H.
Freudenthal, 1978).

La observacion de lo matematico realizado en lo fisico parece ser, pues, algo
mas que un adorno pedagogico: auténtica actividad matematica, de partida
ineludible psicopedagdgicamente y preciosa ocasion de desarrollo de las dotes
de observacion y organizacion de la materia. Y situaciones fisicas adecuadas
no soélo se encuentran para el estudio de la geometria; mas o menos
artificiosas, se dispone hoy de un buen cumulo de ellas utilizables como
modelos algebraicos y analiticos, a todos los niveles y enfoques tanto cléasicos
como modernos.

¢ Qué esto es predicable no sélo de las situaciones en Mateméaticas? Por
supuesto: pero all4 las demas ramas del saber y sus pedagogos. Lo Unico que
pretendia es resaltar que los procesos de ensefianza-aprendizaje en
Matemética, al no reducirse a un jeroglifico abstracto, pueden gozar de las
mismas o mayores incidencias formativas que las ciencias experimentales y de
observacion. Porque la Matematica puede presentarse como "ciencia de
observacion y experimentacion”.

La observacion es el punto de partida para la abstraccion, induccion y
deduccion. La actividad matematica crece con la experimentacion. Es el
momento en que



"debemos distinguir cuidadosamente de la verdad el conocimiento que
solamente se apoya en observaciones y no ha sido aun probado" (L. Euler;
459).

Adquisicion de métodos cientificos y formacion del criterio: de nada serviria una
formacion metodoldgica sin criterios de verdad, sin sentido critico.

En cuanto a formacion en el método, Polya profundiza:

"Debemos ensefiar ambas cosas: a probar y a intuir; ambas clases de
razonamiento: demostrativo y plausible. Mas valiosos que cualquier hecho o
truco matematico, teorema o técnica, es para el estudiante aprender dos cosas:
primero distinguir una demostracion valida de un intento valido, una prueba de
una intuicién; segundo, distinguir una intuicion mas razonable de otra menos
razonable. Hay casos en los que es mas importante ensefiar a intuir que a
probar" (G. Polya; 1966, 465).

A caballo entre la intuicién y la prueba, entre la observacién en sentido amplio y
la sistematizacion, puede apreciarse un acto la comprension y una actividad
continua la formalizacion.

La formalizacion adquiere en Matematicas un valor mucho mas rico y profundo
que en cualquier otra ciencia; hasta el punto de que algun matematico lleg6 a
considerarla su esencia. Formalizaciébn que en ultimo extremo se concreta en
una expresion simbdlica, tipica y propia de la Matematica, instrumental o
mimética en las demas ciencias, pero que no se restringe a ella: debemos tener
en cuenta también las formas expresivas en lenguaje grafico-geométrico y
natural.

No se trata de analizar ahora en profundidad qué son la comprension y la
formalizacién y sus modalidades, sino de avalar el caracter formativo que
puede conferirse a la actividad matemética. Me limitaré a considerar
someramente la manera de aprovechar a tal fin la clase de Matematicas.

"Lo esencial de nuestro oficio esta en ejercitar a nuestros alumnos a explicitar
su “incomprension ocasional", a formular claramente lo que antes no
vislumbraban sino de manera confusa” (G. Glaeser; 1973, 42).

Bien sabe quien se dedica a la ensefianza cuan dificil es arriesgar una
respuesta al interrogante de si un alumno ha comprendido algo o no. Estoy de
acuerdo con el "Feeling" de los ingleses: detector subjetivo de sintonia,
apreciacion personal de que el alumno concreto ha captado el significado del
mensaje. Este "comprensiometro” es casero e intransferible, lo elabora cada
cual a base de observacion y posterior contraste puntual y espontaneo.

Glaeser, en el intento de buscar un control objetivo del nivel de comprension,
analiza cuatro sintomas, aun con todas las reservas que el caso exige:
capacidad de comunicar lo comprendido, estabilidad en el tiempo, aplicabilidad
e invariancia en las situaciones de analisis de lo comprendido en sus partes y
en su alcance (Cfr. Glaeser; 1973, 22). Sintomas quiza ya susceptibles de



objetivacién y medida, sobre todo en el caso de la Matematica. Posibilidad esta
que ejercida habitualmente por el alumno, contribuird eficazmente al desarrollo
de la capacidad de auto-evaluacion.

"La ensefianza tradicional, exclusivamente anclada en el estudio de los
mecanismos del Célculo, ha ahogado la capacidad critica y la potencia
creadora del nifio" (M. Glaimann y P.C. Rosembloom; 1972, 19).

Una y otra parecen mas facilmente foméntales en el caso de la Matematica
Moderna, por la posibilidad de reducir los procesos a pasos claramente
contrastables, y la diversidad de estrategias al afrontar una misma situacion.

Pero no caigamos en el extremo opuesto al vicio del calculo por el calculo
conjuntista, numérico, geométrico o algebraico: el rigorismo a ultranza.

"Los matematicos, reaccionando frente al control de la educacién por los
educadores profesionales, quienes quiza han hecho hincapié en la pedagogia a
expensas del contenido, pueden ahora acentuar el contenido a expensas de la
pedagogia de forma igualmente estéril* (The Mathematics'teacher, cit. por M.
Kline; 1978, 131).

El orden y el rigor son objetivos instrumentales para la Matematica y el
pensamiento en general; pero no son el fin Ultimo de la educacién. Tengamos
presente la advertencia de que

"el objeto del rigor matematico es confirmar y legitimar las conquistas de la
intuicién, y nunca ha tenido otra finalidad" (Hadamarck, cit. por M. Kline; 1978,
131),

y que:

“la Logica, sus silogismos y la mayoria de sus preceptos, son Utiles para
comunicar lo que ya sabemos o para discernimiento de lo que ignoramos. Pero
no para la investigacion de lo desconocido" (R. Descartes, cit. por M. Kline;
1978, 60).

La formacion que se alcanza por el ejercicio del rigor légico es util,
instrumental, pero pobre; escasamente contribuye a la comprension:

"Aprender una cosa, ¢no es, desde el punto de vista de la actividad mental, lo
mismo, en el fondo, que inventarla?" (E. D'Ors; 1973, 32).

"La enseflanza debe formar informando, hacer descubrir, y no profesar la
verdad. La ensefianza solo puede tener éxito haciendo que la mente del nifio
reviva las etapas por las que ha pasado la mente humana (...). Su mente esta
tan fuertemente individualizada como su cuerpo y no comprendera ninguna
accion que se le pretenda imponer de un modo sumario, prematuro y sin
preliminares; es decir, autoritariamente” (J. Leray; 1978, 174175).

La comprension y la sistematizacion sélo seran auténticas si en ellas lleva la



iniciativa el propio alumno. Esto equivale a afirmar que la formacion del espiritu
de iniciativa, la originalidad y la creatividad son objetivos que estarian
presentes en una pedagogia matematica que mereciera el calificativo de
completa y eficaz. Desde luego, posible.

Para la formacién de la originalidad y creatividad podemos incluir objetivos
tanto para el proceso de formalizacibn como en las tareas de manualizaciéon
que pudieran organizarse, previas o en la clase. Bastard, en cualquier caso,
respetar la expresion de esas capacidades o animar a su empleo. Porque la
formalizacién no debe restringirse a la expresion formal simbdlico-matemaética;
no puede olvidarse la expresion en lenguaje grafico y en lenguaje natural.

¢No se evidencia el nexo con las Areas de Lenguaje, Plastica y Dinamica de
nuestra Escuela Primaria? ¢ Por qué perder estos matices en los niveles Medio
y Superior de la ensefianza?

También contribuira a la formacion del alumno una pedagogia que atienda a las
aplicaciones de la Matemética. Las direcciones formativas sobre las que actua
pueden asimilarse a las sefialadas para la observacion de lo fisico. Hay una
que destaca especialmente: la de acercar el alumno a la realidad viva, a los
problemas practicos y cotidianos. Las situaciones de aplicaciéon gozan de una
flexibilidad mayor que las situaciones de partida; no exigen necesariamente la
manipulacion fisica, pudiendo bastar con la representacion imaginativa o
grafica.

La Matematica pura, la Matematica por la Matematica, favorece el fracaso con
Su caracter excesivamente abstracto y el hastio con su monotonia formal.

"El que los pedagogos hayan descuidado los motivos de interés y las
aplicaciones de las Matematicas es algo que ha dafiado la ensefianza. Estos
hombres han presentado el tallo, pero no las flores, y asi no han conseguido
mostrar el verdadero valor de lo que ensefian: piden a los estudiantes que
batallen, pero no les dicen por qué" (M. Kline; 1976, 174). "Podemos esperar
que un chico inteligente quiera explorar el mundo que le rodea, pero no
podemos esperar que aprenda reglas arbitrarias: ¢ por qué éstas y no otras?"
(Mathematics'teacher, cit. por M. Kline; 1978, 134).

Y en sentido més profundo,

"las Matematicas "per se" no tienen nada que ver con los seres humanos ni con
los complejos problemas que plantea su trato (...). Las Matematicas son
adecuadas para atraer a aquellos que no se sienten capaces de tratar con la
gente, a aquellos que se alejan de los problemas del mundo y que reconocen,
incluso conscientemente, su incapacidad para tratar con tales problemas: las
Matematicas pueden servir de refugio” (M. Kline; 1978, 153).

Aunque esto resulta algo exagerado, contiene un germen de verdad: la
irrealidad y la utopia fueron con frecuencia el recurso de los pusilanimes y los
impotentes; el realismo precisa del coraje intelectual y muchas veces de lo vital.



La formacion que puede lograrse a través de la Matematica considerada en su
actividad pedagdgica completa, alcanza incluso a la formacién de la
personalidad.

“La actitud cientifica requiere entre otras cosas y principalmente: primero, estar
dispuesto a revisar cualquiera de nuestras creencias; segundo, ser capaces de
cambiar una creencia cuando existe una razon compulsiva para ello; tercero,
no cambiar las creencias frivolamente, sin que haya una buena razon (...).
Estos puntos parecen bastante triviales. Sin embargo, deben ir acompafiados
de cualidades poco frecuentes, con arreglo a las cuales el cientifico debe vivir:
coraje, honestidad intelectual y sabia contencion, respectivamente. Son las
cualidades morales del cientifico" (G. Polya; 1966, 31).

El proceso de matematizacion planteado como actividad inventiva alcanza
también a la formacion de la voluntad. No resisto la tentacion de transcribir un
parrafo de Eugenio D'Ors a propdésito del trabajo intelectual, transportandolo al
aprendizaje de la Matematica:

"Lo que yo he llamado alguna vez paradoja de la invencidon consiste en lo
siguiente: de una parte, todo invento, todo descubrimiento cientifico es hijo de
la casualidad; de otra parte, s6lo realizan invenciones serias, descubrimientos
cientificos, los sabios. ¢Hay aqui una contradiccion? No. La invencion, y el
descubrimiento, no son un efecto de la erudicion, del continuado estudio, de la
actitud vital y aan profesional, pero son su recompensa; el milagro del que se
hace gracia a la larga humildad y Uunicamente a ella. La inspiracion, la intuicion
genial, no son efecto del razonamiento, pero le siguen; y el mismo
razonamiento, sigue a la memorizacion; y la memorizacion a su vez, sin que
pueda decirse que su causa sea el esfuerzo aspero, a la disciplina, el darse a
cosas por las que no se siente amor... " (E. D'Ors; 1973, 34).

Voluntad que se forja dia a dia en el trabajo de la clase. Aunque ese amor no
puede faltar: el alumno lo sentird por contagio del profesor:

"hay una forma de trabajar que revela que en la actividad se ha puesto amor,
cuidado de perfeccion y armonia y una pequefia chispa de fuego personal eso
que los artistas llaman estilo propio que no hay obra ni obrilla humana en la que
no pueda florecer" (E. D'Ors, 1973).

Una verdadera formacion de la persona en sus fibras mas intimas y perennes.

2.2. PSICOLOGIA Y MATEMATICA

Que otros estudien si existe una Matematica adecuada a la configuracion
psicologica natural del nifio, del adolescente o del joven; algunos han llegado a
afirmar que el éxito de la llamada Matematica Moderna estriba en esta
supuesta adecuacion.

Que otros més estudien si la configuracién intrinseca de la Matematica, real o
parasita, es reflejo o no de la configuracion y modo de ser de su descubridor o
constructor (el pensamiento humano); y los psicologos que asi lo estimen,
utilizaran la Matematica y sus métodos para obtener informaciéon psiquica. Con



tal de que no extraigan conclusiones que nos quieran imponer a los demas, me
parece muy bien...

Aunque quiza estén persiguiéndose los unos a los otros en torno a un circulo.

A mi lo que me interesa ahora es el modo mejor de aprender Matematica para
articular sobre él procedimientos eficaces, una Didactica, con la sana
pretension de que sea sencillamente buena. Esto supone varias preguntas de
indole psicolégica y alguna opcion previa. Reclamaria también una
fundamentacién en una Sicologia General, una razén por la que merezca el
calificativo de "buena” o "mejor".

De lo ultimo me exime Freudenthal al decir que:

"no hace falta embellecer la educacidén elemental con una Sicologia Superior”
(H. Freudenthal; cit. por J. Hernandez, 33).

El lector puede acusarme de incongruencia: tantas paginas para defender un
concepto de Matematica, cayendo casi en los dominios de la filosofia, y muy
pocas para presentar la concepcién psicologica subyacente.

El autor se defiende alegando la escasa literatura dedicada al primer tema y la
abundantisima para el segundo generalmente coincidente al referirse al
aprendizaje de la Matemética: la escuela piagetiana, y adoptando la postura
comoda de afirmar que no es éste el lugar, remitiendo a prestigiosos autores.

En el fondo, lo que ocurre es que mientras estoy convencido de la existencia de
una Matematica de la realidad, no lo estoy tanto de la definicibn de una
Psicologia General conocimiento cientifico de los comportamientos mentales
que justifique convenientemente los modos particulares de aprender en las
distintas ciencias. Me limitaré a exponer algunas concepciones en el modo de
aprender Matematica.

2.2.1. Ala"comprension" porla"acciéon"

Decia mas arriba que la busqueda del mejor modo de aprender Matematica
exigia algunas opciones. Una ya ha sido hecha, la Matemética a aprender, la
Matemética de la cantidad, con sus posibilidades pedagdgicas y limitaciones
constructivas.

La otra opcién tiene mucho que ver con la realidad en el aprendizaje de la
Matemética y ha sido deslizada como deseo en varias ocasiones. Formulada
de una vez:

Aprender Matematicas es, en principio, descubrirlas por uno mismo, con las
ayudas que sean precisas.

Las Matematicas son abstractas y




"en sentido estricto, no es posible ensefiar una abstraccion (...). Las
abstracciones deben nacer en la gente, no es posible ensefarlas "ex catedra"
(M. Kline; 1978, 116).

Inmediatamente surgen las previstas cuestiones. ¢Como nace la abstraccion?
¢Qué es comprender algo en Mateméatica? ¢Qué otras fases pueden
distinguirse en un aprendizaje completo y Util de la Matematica? Y, sobre todo,
¢,como se lleva a cabo el descubrimiento, la creacibn matematica?

Como ha puesto de manifiesto la escuela de Piaget, la conceptualizacion,
abstraccion e induccién no son procesos resumibles en un salto Unico. Mas
bien debe hablarse de escalones, el Ultimo de los cuales es, sin duda, la
inteleccion la simple aprehension. ElI esquema empirico seria uno de estos
rellanos o escalones intermedios.

En todo este proceso, los sentidos son algo mas que la puerta obligatoria de
acceso, son una especie de filtros o condicionantes del conocimiento. No por
ellos mismos o por su naturaleza como afirmaria Kant, sino porque captan tan
s6lo un aspecto parcial de la realidad y por el modo en que son aplicados. En
su limitacion, limitan el conocimiento de lo limitado, como la vision a través de
un vidrio amarillo impide distinguir el blanco del amarillo o éste del gris... Y si
esto no afecta al ser, si puede, accidentalmente, dificultar el conocimiento del
modo de ser; en patrticular, del modo de ser matematico.

Asi pues, la Psicologia, y especialmente la Psicologia actual, mas atenta a lo
sensorial, incidira en la Pedagogia de la Matemética, dejando una huella tan
palpable como lo es la diferencia entre un libro de texto actual y un libro de
texto de principios de siglo. Sera fruto de la experiencia pedagogica o sera
reflejo de los descubrimientos psicologicos; en cualquier caso, la riqueza de
estimulos, reclamos sensoriales e invitaciones a la actividad de un texto actual,
y en particular de un texto de Matematicas, entiendo que tiene su origen en
algo mas que una moda editorial.

"Todos los mecanismos cognoscitivos reposan sobre la motricidad. Por debajo
del lenguaje y por debajo de la conceptualizacién, el conocimiento es
primeramente una accion sobre el objeto, y es por lo que ella implica, en sus
mismas raices, una dimension motriz permanente, presente incluso en los
niveles superiores” (J. Piaget; cit. por Y. Hatwell; 1972, 86).

Esta afirmacién puede parecer exagerada para la Matematica, pero debemos
sobrentender "acciones de motricidad, externas e internas". Por testimonios
que no quede. "Incluso en las altas Matematicas, todo es sensible. Comprender
una proposicion inteligible es hacer corresponder una imagen a cada término,
de manera que el sistema de imagenes sea encadenado y coherente.
Comprender el pensamiento formulado por un autor equivale a redescubrir
todas las imagenes presentes en su espiritu cuando él ha querido formular la
expresion de las mismas" (Arnaud Denjoy; 1947). El comentario se referia al
modo de proceder por H. Lebesgue.

"La comprension matematica universal puede alcanzarse a condicion de



ponerle precio. ¢ Cual es el precio? Una gran cantidad de material didactico" (Z.
Dienes; 1972, 9).

Y material didactico es manipulacién, motricidad.
Kline arriesga:

"El tiempo que se emplea en ensefar conceptos abstractos es tiempo perdido
(...). Psicologicamente, la ensefianza temprana de abstracciones constituye un
error. Una completa comprension de lo concreto debe preceder a la
abstraccion. Los conceptos abstractos no tienen sentido, a menos que se
tengan presentes diversas interpretaciones concretas” (M. Kline; 1978, 116).

Este componente motriz en la abstraccibn y comprensién exige "acumular
capas de experiencias antes de poder dominar la abstraccion” (J. Piaget, cit.
por M. Kline; 1978, 188). Experiencias que no tienen por qué ser
exclusivamente manipulativas: basta con que sean sensibles, ya que la
sensacion hptica o visual conlleva una forma de motricidad que incorpora a lo
percibido.

El papel inicial de las acciones y de las experiencias l6gico-matematicas, ¢no
deja de constituir un obstaculo para el desarrollo posterior del espiritu
deductivo? La forma de la pregunta denuncia a su autor, Piaget. Cabe una
formulacion més llana: ¢la borrachera de sensaciones e imagenes no podra
llegar a adormilar el interés y la capacidad de acceso a lo abstracto y, con ellos,
bloquear el camino hacia la Matemética? La respuesta es, naturalmente, del
propio Piaget:

"Es precisamente la preparacion necesaria para llegar a él; y esto por dos
razones.

"La primera, que las operaciones mentales o intelectuales que intervienen en
estas deducciones ulteriores se derivan justamente de las acciones: se trata de
acciones interiorizadas, y cuando esta interiorizacion, junto con las
coordinaciones que supone, sea suficiente, las experiencias légico-
matematicas, en tanto que acciones materiales, resultaran ya inutiles y la
deduccion interior se bastara a si misma.

"La segunda razén es que las coordinaciones de las acciones y las
experiencias l6gico-matematicas dan lugar, al interiorizarse, a la formacién de
una variedad de abstraccion, variedad particular que corresponde precisamente
a la abstraccion légica y matematica. Contrariamente a la abstraccidon
aristotélica o habitual que parte de las propiedades fisicas de los objetos, y que
denominaremos por esta razon "abstraccion empirica’, en dos sentidos
solidarios entre si; en el de que, por una parte, "refleja" en el sentido de un
reflector o de una proyeccion algo que procede de un plano inferior, por
ejemplo las acciones, para proyectarlo en un plano superior de pensamiento o
de representacion mental, y, por otra, constituye una "reflexion” en el sentido
de una actividad mental de reorganizacion, puesto que reconstruye en este
plano superior lo que ha obtenido a partir de las coordinaciones de la accién”



(J. Piaget; 1978, 222).

Quizas Piaget pretenda explicitar en estas palabras la diferencia entre el tercer
y segundo grado de abstraccién de los escolasticos, propio este ultimo de la
Matematica.

Aparece claramente una fase o estadio previo a la abstraccion y comprensiéon
matematicas, acorde con la observacion de Arnaud Denjoy: la representacion
en el espacio interior, proyeccién de la coordinacion de las acciones. La
consideracion de esta representacion genuina va a ser de gran importancia,
pues la Didactica de la Matematica debe tender a facilitar y reforzar dicha
representacion.

También Saumells, comentando a Bachelard, estd de acuerdo con tal
representacion interior.

"Este concepto, resultado de nuestra comprension, se proyecta, refluye, a su
vez, sobre el espacio y en él da una imagen; imagen en la que queda
representada no ya la realidad originaria del "acontecer" que hemos visto, sino
la pura forma de nuestro concepto” (R. Saumells; 1961, 154).

Y prosigue:

"El aspecto representativo del conocimiento no es una condicion exclusiva del
conocimiento sensible que imponga al entendimiento leyes que éste deba
aceptar como provenientes de una esfera externa a la suya propia, tal como lo
entendi6 Kant. El conocimiento es, por su caracter representativo, tan
igualmente apto para representar a la conciencia actual el contenido empirico
de un concepto sensible correlato de la accidon, como para representar de modo
inmediato la forma de un concepto del entendimiento correlato de la
contemplacion” (Saumells, 1961, 155).

Asi pues, de la realidad fisica soporte de la cantidad, se obtienen sensaciones
empiricas logico-matematicas que, con la coordinacion de la accion
correspondiente, permitird, al entendimiento, la elaboracién del concepto
abstracto y, por proyeccion simultdnea en el espacio interior, la representacion
empirica de dicho concepto.

Creo que este analisis del proceso de abstraccion matematica es satisfactorio,
aunque no niego la posibilidad de otras explicaciones, diferentes o mas
completas.

2.2.2. Del interés

Surgen de nuevo cuestiones al respecto. ¢Qué papel juega la intencionalidad
en este proceso? ¢Qué factores contribuyen a la claridad y fijeza del concepto
obtenido? ¢COmo se engarza este conocimiento nuevo en el sistema de los
analogos ya adquiridos?

La primera cuestiéon nos conduce al problema del interés y, con él, a la



motivacion.
Eugenio d'Ors mantiene la prioridad del conocimiento sobre el interés.

"Es casi demostrado que para que el interés se despierte por algo es ya
necesario, como previa condicion, algun conocimiento de lo que llega a
interesar, no siendo acaso el interés sino la traduccion afectiva de aquel
conocimiento. (...) Pero saber las cosas no quiere decir sino poder recordarlas
en un momento oportuno. (...) No saber las cosas porque ya nos han
interesado, sino que nos interesan por el recuerdo que tenemos de ellas. Es
decir, que el movimiento de la actividad mental para llegar al conocimiento de
un objeto ha de ser de indole mnemonica" (E. D'Ors; 1973, 31).

La observacién es vélida para el hombre de ciencia, para el investigador
profesional, a quien el interés general y el afan de busqueda se le suponen,
como al soldado el valor. Mas al hablar de Didactica, del nacimiento y
actuacion del interés en nifios y jovenes que se pretende inicien una actividad
de busqueda en Mateméticas, esto no basta. Hay que considerar previamente
la génesis del interés puntual, ante una situacién concreta; que ya €l y muchos
como él generaran el interés habitual, actitud de investigador vocacional.

Mas interesante, valga la redundancia, parece la observacion de G. Glaeser
considerando el mecanismo psicologico que desencadena un comportamiento
de bldsqueda.

"En el punto de partida se constata a menudo una ruptura; una situacion banal
aparece bruscamente con visos de incomprensible. Se despierta una
necesidad irresistible de explicacion para comprender hay que empezar por no
comprender (Abrahan Leon)" (E. Glaeser; 1973, 21).

La ruptura, la incomprension inicial y la necesidad de respuesta conducen a
consejos didacticos Utiles para quienes desean seguir este camino en la
ensefianza de la Matematica: reforzar aquellas equivale a generar y fomentar el
interés puntual.

Pero entiendo que el interés tiene su origen en algo aun mas sencillo: la
curiosidad®, tendencia natural del entendimiento humano. Las motivaciones,
sensibles o intelectuales, seran reclamos que despierten y aviven una
tendencia natural. No es necesario esforzarse por crear lo que cada cual
llevamos de natural, aunque la pereza y las preguntas sin respuesta
adormecen lo que puede llegar a ser motor primordial del aprendizaje.

Inculcar y acrecentar las ansias por el descubrimiento. Saber primero que hay
que descubrir algo. Saber llegar a saber, qué hay que descubrir. Saber
reconocerlo una vez descubierto. He ahi toda una tarea artistica para el
profesor. Con razén Glaeser hablara de dramaturgia, y Papy de novelas
policiacas y de aventuras: uno, para la accion del profesor en el aula; otro,
calificando el proceso de matematizacion.

El alumno esta en la clase como quien ha sido llevado al cine, con su natural



curiosidad, aletargada o no; de la calidad del flme en sus aspectos formales
dependera en no pequefia medida la comprensién del argumento. La magia
estara en hacer saltar al alumno de mero espectador a actor vibrante y
comprometido y esto requiere, mas que profundos conocimientos psicoldgicos,
"simpatia” en el sentido etimologico del término, saber sintonizar con la
frecuencia del interés del alumno y transmitir por ellas inquietudes cientificas
revividas.

'"No debe tomarse ni aqui ni en lugar otro alguno de este volumen el término “curiosidad” en
sentido estricto (curiositas), como inclinacion desordenada del entendimiento"; como vicio
contrapuesto a la studiositas. Propiamente, deberia hablarse de "inclinacion epistemofilica
natural”, noble tendencia ella.

2.2.3. Las conjeturas en la Matematica

¢ Se reduce el trabajo matematico a la simple abstraccion, a la simple
aprehension matematica, al descubrimiento en una realidad fisica del concepto
matematico?

Cierto que no. Es mas: dudo que de la consideracion de un unico modelo fisico
pueda extraerse un concepto matematico. Es precisa la comparacion de
esquemas de comportamientos matematicos, el establecimiento de relaciones
que resalten parecidos y diferencias. Es una actividad subsiguiente, inferida a
aquella, y, al mismo tiempo, enriquecedora y fijadora.

"Las comparaciones son de gran valor, en cuanto reducen las relaciones
desconocidas a otras conocidas. La comprension propia es, en definitiva, una
trabazén de relaciones, pero comprendemos mas pura y distintamente una
relacion cuando la reconocemos como la misma en un nimero muy amplio de
casos y entre objetos completamente heterogéneos" (Schopenhauer, cit por G.
Polya; 1966, 58).

La afirmacion, restringida al dominio del conocimiento matemético, no tiene por
qué ser necesariamente inmanentista; no olvidemos que la cantidad misma
objeto del conocimiento matematico es una relacion ordo.

El establecimiento de relaciones con otros objetos conceptos matematicos
abstraidos de la realidad, representados o formulados satisfara, pues, dos
objetivos: el reforzamiento de la comprensibilidad y la insercién o construccion
del sistema de conocimientos matematicos. Relaciones que deberan ser
descubiertas, conjeturadas y probadas.

Este proceso cuenta a su vez con dos instrumentos fundamentales para su
realizacion: la analogia y los casos particulares. Ambos son instrumentos Utiles
tanto en la elaboracion de proposiciones puesta en contacto o separacién de
conceptos como en el proceso de definicion separaciéon absoluta de un
concepto; métodos que facilitan la incorporacion de la Logica y del Lenguaje al
proceso de matematizacion.

¢Hay alguna correspondencia entre conceptos relacionados y sus
representaciones en el espacio interior?



Es Saumells quien responde de nuevo, comentando a Denjoy.

"Se trata de hacer corresponder un sistema de conceptos coherentes a un
sistema de imagenes encadenado y coherente. En el seno mismo de la
coherencia, se nos presentan, pues, como distinguibles y correspondientes a
un tiempo, el encadenamiento conceptual y el representativo. Esta observacién
alude en primer lugar a un principio universalmente aceptado: es cierto que
toda imagen resulta tanto mas adecuada cuanto representa en su propia esfera
representativa mayor nimero de inflexiones que ilustran el encadenamiento
conceptual a que se refiere” (R. Saumells; 1961, 156).

Y la especificacion que hace para la Fisica, entiendo es de todo punto aplicable
para la Matematica de la realidad.

"La referencia del concepto a la representacion que lo traduce no es tarea que
pueda ser dejada en manos de la libre inspiracién privada, no es un quehacer
poético ni la consecuencia de una aptitud pedagogica personal y extrinseca a
la estructura de la ciencia. El establecimiento de esta referencia es una
cuestion de la interna competencia de la ciencia misma" (Saumells, 1961).

Esto equivale a admitir el caracter objetivo de dicha representacion en sus
rasgos cientificos o mateméaticos esenciales, y, quiz4, con ella, el del propio
espacio interior.

Habria que subrayar, una vez mas, la importancia didactica de estas
conclusiones, en cuanto que:

Una adecuada representacion interior, reforzada sensiblemente por el lenguaje
grafico, facilitard los procesos de conjeturacién, demostracién y comprensién
de contenidos matematicos.

Asi lo corrobora la experiencia. Conjeturacion tanto de proposiciones como de
definiciones.

No pretendo negar el papel decisivo del razonamiento deductivo en el proceso
de comprension matematica. Sencillamente pretendo llamar la atencion sobre
el hecho de que la simple concatenacion logica, en una demostracion, es inutil,
didacticamente indtil, si no va acompafada de la ilustracion que valore cada
paso légico respecto de la real proximidad o separacién de los conceptos
relacionados. Polya sabe decirlo mucho mejor:

"Un lector o auditor inteligente desea dos cosas. Primero ver que el presente
paso del argumento es correcto; segundo, ver que el presente paso es
apropiado. Un paso de una argumentacion matematica es apropiado si esta
esencialmente relacionado con el propésito, si nos acerca a la meta. Pero no
es bastante que un paso sea apropiado: debe parecérselo al lector” (G. Polya;
1966, 452).

Esta apreciacion personal se determina positivamente por el estudio de casos y
por la resonancia de situaciones analdgicas ya asimiladas. La correccion de un




paso obviamente es cuestion de recta aplicacion de las reglas de la Légica.

Y hablando de Légica y de su contribucion a la comprension matemaética,
quisiera recordar que no es una la Légica Formal de la Matemética o aplicada a
la Matematica, y otra distinta la Légica de la vida corriente. Sélo quien separe
Matemética y vida puede afirmar otra cosa. La diferencia estd quizas en la
manera de servirse de ella. Mientras que en las situaciones corrientes basta el
"buen sentido”, en las situaciones matematicas se nos exige una comprobacion
mecanica, automatica, que requiere una expresion del "buen sentido" en forma
de reglas.

Pero, jcuidado!:

"la estéril y seca interpretacion axiomatica no facilita la comprension (...) Una
ordenada presentacion logica de las Matematicas puede tener un atractivo
estético para el mateméatico pero sirve de anestésico para el estudiante” (M.
Kline; 1978, 60).

La Logica es un instrumento, no un fin; de otro modo, acabariamos convirtiendo
las Matematicas en deporte conceptual de salon, forzado solitario de naipes
simbdlicos.

Hasta aqui no se ha aludido al posible camino psicolégico seguido en el
proceso de conjeturacion matematica. Perfilar una definicibn o formular una
proposicion, antes incluso de llegar a su enunciado en cualquier lenguaje,
requiere un proceso de desbaste, no so6lo de abstraccion. Supone un ir
eliminando elementos superfluos y progresar en la misma abstraccion. ¢ Como
nace la conjetura? ¢Como se descubre en Mateméticas? ¢Como se construye
en Matematicas? He aqui opiniones al respecto salidas de plumas
suficientemente prestigiadas.

Z. Dienes. Como pedagogo de la Matematica, nos habla del proceso de
aprendizaje, segun su Optica. El atractivo psicologico del riesgo en la conjetura
es sustituido por la satisfaccion de una actividad I6gica, al ser dirigido dicho
proceso de descubrimiento.

"El proceso para adquisicion de nociones abstractas en Matematicas se puede
descomponer sumariamente en tres fases:

"En una fase preliminar de tanteo, las relaciones en distintas situaciones se
ensefian mas o menos al azar, como la actividad exploradora del nifio. Esta
fase puede llegar a ser una fase de maduracion si se eligen situaciones en las
que la actividad logica se canalice en forma de juego con reglas definidas, lo
cual puede dar como resultado una conciencia mas clara de la direccién en que
se preparan los nuevos descubrimientos.

"Después viene, generalmente, una fase intermedia mas estructurada segunda
fase. Se captan las reglas que ligan entre si los procesos; se juega con estas
reglas y el pensamiento aparece mas consciente y mas dirigido. Se puede asi
acceder al instante del descubrimiento, instante en el que el esquema director



aparece bruscamente en la organizacion del conjunto.

"Tercero: al descubrimiento, una vez logrado, le sigue la necesidad irresistible
de explotar el nuevo descubrimiento. Este aprovechamiento puede hacerse de
una forma sabia, examinando el contenido: hasta qué punto se ha comprendido
por completo, que es el procedimiento de marcha analitica. O bien, de forma
mas corriente, buscando situaciones en las que el descubrimiento permita
dominar ese procedimiento practico. La funcién psicolégica, tanto en el
procedimiento analitico como en el practico, permite consolidar el nuevo
descubrimiento, clasificandolo en su lugar dentro de la trama de nuestros
conceptos de forma que se pueda encontrar de nuevo el concepto adecuado
en el momento oportuno” (Z. Dienes; 1972, 21).

H. Poincaré: "Crear es discernir, es escoger". Alegato contra quien pudiera
pensar que la construccion de la Matematica es un simple ejercicio mecanico,
"hacer combinaciones nuevas con entes ya conocidos, y, en su mayoria,
desprovistas de interés". "Crear consiste en construir las que son utiles y que
estan en infima minoria."

Consecuente con esta concepciébn de la creacion matemética, Poincaré
describe tres fases 0 momentos:

"Primera. Fase consciente y voluntarista, que desencadena el movimiento de
construccion a partir de los elementos suministrados por la memoria y la
experiencia. Primeras combinaciones elementales” (...).

"Segunda. Fase inconsciente o semiconsciente, o consciente no voluntaria, en
principio. Actuacion subliminal, por inercia del anterior. Posiblemente, gran
namero de combinaciones formadas automaticamente, quiza al azar, y de
alcance y limites poco conocidos".

"Tercera. Fase consciente de seleccion de la "buena combinacion”. Guiado por
el sentimiento estético o "fibra matematica" personal. Descubrimiento de la
solucién buscada" (H. Poincaré; 1974, 16).

Son palabras de un matemético merecedor de tal designacion. Me permito
identificar la "fibra matematica” como la capacidad personal de reconocer una
combinacion abstracta como realizada o realizable fisicamente.

G. Polya. Maestro de la heuristica, de su extensa bibliografia quiz4 sea en
"Matematica y razonamiento plausible” donde he hallado las sugerencias mas
interesantes al propésito de esta seccion, deliciosas, por otra parte en su
expresion.

"Un problema se hace problema para nosotros cuando nos lo proponemos
como tal. No es todavia nuestro porque tengamos que resolverlo en un
examen. Si deseamos que alguien venga y nos dé la respuesta, sospecho que
todavia no nos hemos propuesto el problema con seriedad a nosotros mismos.
Pero si estamos ansiosos de encontrar la contestacion por nuestra cuenta, con
nuestros propios medios, entonces hemos hecho nuestro realmente el



problema, estamos seriamente interesados en él.

"Proponernos el problema a nosotros mismos es el principio de la solucion, el
movimiento primero y esencial en el juego. Es un movimiento que tiene la
naturaleza de una decision"...

"No necesita Vd. decirme que se ha puesto el problema a si mismo. Necesita
decirselo a Vd. mismo: su conducta total mostrara que lo hizo. Su mente se
hace selectiva, se hace mas sensible a cualquier cosa que parezca estar
conectada con el problema y menos sensible a lo que no parezca estar
conectado con ¢ 1. Usted recoge avidamente cualquier observacion, sugerencia
o hecho que pueda ayudarle a resolver el problema y cierra la puerta a otras
cosas. Cuando la puerta esta tan herméticamente cerrada que incluso las mas
urgentes llamadas del mundo externo dejan de afectarle, la gente dice que
usted esta absorto (...).

"Hay todavia otra cosa que muestra que Vd. esta seriamente comprometido en
su problema; usted se hace mas sensible, siente agudamente la marcha de su
progreso; se siente animado si ésta es rapida; deprimido si es lenta. Todo lo
que llega a su mente es clasificado: "parece bueno "podria ayudarme" o "no es
bueno no me ayuda". Tales juicios no son, por supuesto, infalibles. (Aunque
parezcan ser a menudo mas correctos que otra cosa, especialmente con gente
de talento o experimentada). En cualquier caso, tales juicios y sentimientos son
importantes para Vd. personalmente, ellos guian su esfuerzo.

"¢ Como se obtiene una conjetura? De la misma forma que la gente corriente o
los cientificos que trabajan en campos no matematicos obtienen las suyas.
Hemos recogido observaciones relevantes; las hemos examinado vy
comparado; hemos notado irregularidades fragmentarias; dudado; desacertado,
y, eventualmente, hemos logrado combinar los detalles desparramados en un
conjunto aparentemente significativo (...) En nuestro caso, el conjunto
significativo aparece en el momento en que reconocemos el concepto
unificante apropiado.” (G. Polya; 1966, 448-449).

Y quien dice concepto, dice propiedad, ley y técnica operatoria.

Para Dienes la conjetura surge espontdneamente: resaltar una combinacion
entre otras. Para Poincaré esta advertencia va corroborada por una eleccion
consciente. Para Krigowska, la conjetura es una eleccibn con doble
condicionamiento: el problema real y los esquemas correspondientes a
estructuras matematicas conocidas. Para Polya, la conjetura, el acto
psicolégico de conjeturacion, tiene el caracter de una decision, continuada o
mantenida a lo largo del proceso, con repercusiones intelectuales y vitales
capaces de valorar el trabajo que se realiza y los elementos con que se trabaja.
La actividad matemética no es simplemente un ejercicio del entendimiento: la
voluntad es un componente esencial y permanente.

2.2.4. La concepcion piagetiana

Hablar de Psicologia y Matemética desde hace medio siglo es hablar de Piaget.



De hecho, su pensamiento ha ido salpicando esta seccion.

Un resumen del pensamiento piagetiano sobre los aspectos psicolégicos del
aprendizaje de la Matematica, preocupacién permanente del autor suizo, puede
encontrarse en sus articulos recogidos entre los de otros autores por J.
Herndndez bajo el titulo de "La ensefianza de la Matematica Moderna".
Transcribo algunos puntos a los que aun no se ha hecho referencia. No quiere
esto decir que me identifique plenamente con su concepcion genético evolutiva,
pero consideraria grave omision el olvidarle.

"Existe, en funcion del desarrollo de la inteligencia en su conjunto, una
construccion espontdnea y gradual de las estructuras logico-matematicas
naturales. (...) El educador podria, si sus conocimientos en Psicologia fueran
mayores, sacar un notable partido, simplificando su propio trabajo en vez de
complicarlo y, sobre todo, favorecer la aparicion de vocaciones creadoras en
vez de convertir a los alumnos en meros receptores conformistas.

"Para llegar a esta reconciliaciéon entre métodos y objeciones en la ensefianza
de la Matematica Moderna, quizas puede ser util mirar un poco mas cerca lo
que pueda ser el desarrollo espontaneo y natural en el sentido de los nimeros
naturales de las operaciones l6gico-matematicas en el nifio y el adolescente.
Porque no hay que olvidarse de que ese desarrollo espontaneo existe.
Naturalmente no quiere en absoluto decir que no sea necesario alimentarlo,
completarlo y prologarlo mediante una enseflanza adecuada. Y el mayor
peligro que se presenta ante los innovadores de la enseflanza de las
Matematicas es el de olvidarlo pura y simplemente.

"Conviene, si queremos llevar a cabo esta aproximacion necesaria entre las
estructuras logico-matematicas del maestro y las del alumno, en los distintos
niveles del desarrollo, recordar algunos principios psicopedagdgicos muy
generales.

"El primero es el de que la comprension real de una nocion o una teoria supone
su reinvencion por el sujeto. Es evidente que en muchos casos éste puede dar
la impresioén de haber comprendido sin cumplir esta condicion de reinvencion.
Basta para ello cierta capacidad de reproduccion y de aplicacién a algunas
situaciones prefabricadas. Pero la verdadera comprension, aquella que se
manifiesta por medio de una de las aplicaciones espontaneas o, dicho de otro
modo, por una generalizacion activa, supone mucho mas: que el sujeto haya
sido capaz de encontrar por si mismo las razones de la verdad que intenta
comprender y, por tanto, las haya reinventado €l mismo, al menos
parcialmente.

"Como es natural, esto no quiere decir que el maestro ya no sea necesario. Su
papel no debe consistir en dar lecciones, sino en organizar situaciones que
inciten a investigar utilizando los dispositivos apropiados. Si el alumno se
equivoca en sus tanteos en los métodos activos, recomendaré no corregirle
directamente sino mas bien mostrarle contraejemplos que le lleven a corregir él
mMisSmo Ssus errores.

"Para la formalizacion, me parece inevitable partir de lo cualitativo concreto.



Dicho de otro modo, de la presentacién o de los modelos que corresponden a
la Logica natural del nivel de los alumnos, dejando la formalizacion para mas
tarde, a modo de coronacion y sistematizacion de las nociones previamente
adquiridas (...). Si tenemos en cuenta que la intuicibn matematica es
esencialmente operatoria y que la esencia de las estructuras operatorias
consiste precisamente en la disposicion de forma y contenido, resulta que la
formalizacién final se nos aparece como algo que ha sido preparado y hecho
progresivamente necesario para la propia constitucién de estas estructuras,
inicialmente intuitivas. (...)

"La toma de conciencia va siempre retrasada con respecto a la accion
propiamente dicha. O, dicho de otro modo, el sujeto posee muchos mas
poderes de los que es capaz de teorizar o, simplemente, de describir. (...) El
maestro, en la medida que conoce las estructuras subyacentes de las que
dispone el nifio, puede ayudarle a tomar conciencia de ellas, bien sea mediante
discusiones adecuadas con el propio alumno, bien mediante la organizacién de
trabajos en equipo.

“"La construccion matematica procede mediante abstracciones reflexivas, en el
doble sentido de una reflexion sobre nuevos planos y de una reconstruccion
permanente que precede a las nuevas construcciones” (Jean Piaget; 1978,
221-222).

Para Piaget, la mente del nifio es terreno abonado para el aprendizaje de la
Matematica. Su modo de ser psicologico, segun el grado de desarrollo en que
se encuentre, se corresponde, en cierta medida, con las estructuras
matematicas fundamentales: topoldgicas, de orden y algebraicas, por este
orden.

2.2.5. Un avance de esquema

Resumiendo. ¢ Puede reducirse a un esquema el itinerario psicolégico seguido
en el proceso de matematizacién? Ensayémoslo®. (Ver paginas siguientes).

Los pasos que aqui se han sefialado son, en esencia, sucesivos en el tiempo;
el solapamiento es semiconsciente e involuntario. Pero el respeto consciente
de los distintos estadios es formativo. Cada tempus es diferente, alguno de los
cuales puede calificarse de "instantdneo" por ejemplo, el de "obtencién del
concepto" y el de "conjeturacion de la proposicion formal®.

Asimismo, en Didactica, y segun los niveles, pueden atenuarse unos u otros, e
incluso omitirse. En los niveles elementales pueden eliminarse los que implican
ejercicio formal y de rigor légico; y en los niveles superiores, los de
manipulacion fisica: puede confiarse en las representaciones interiores que se
evoquen o0 construyan a partir de la informacion en cualquier lenguaje, pero
siempre que el alumno se haya habituado de antemano a la manipulacién y al
ejercicio de traduccién al dominio del lenguaje gréfico.

¢ Es de esperar que este itinerario sea idéntico para todo tipo de alumnos? diria
que analogo, al menos. Las variables personales y, sobre todo, el curriculo y la



habituacion al método empleado hasta entonces, influyen extraordinariamente,
pudiendo haber provocado auténticas deformaciones.

’En esta 2* edicion se matizan los estadios propuestos en la 1%, resaltando aspectos
relacionados con elementos de comunicacion externa i "interna" didlogo de representaciones.

Asi, nos encontramos con alumnos que no saben prescindir de la manipulacion
y representacion. Enfermedad poco grave, aunque "sigan contando con los
dedos"; y siempre que no sirvan de sefiuelo para ocultar la falta de
automatismos, que indicarian ciertas dificultades para la abstraccion. Otros, no
sabran desenvolverse sino en el verbalismo, ya sea del lenguaje natural, ya
lenguaje formal, capaces tan solo de repetir o de funcionar maquinalmente pero
prisioneros de lo que gratis se les dio.

Al considerar este esquema, quiza se comprendan también mejor las distintas
definiciones histéricas de las Matematicas, dadas por matematicos creadores.
Basta resaltar uno de los estadios, tomarlo como esencial y cuspide del
proceso, Yy considerar los restantes como subsidiarios, despliegues
conceptuales y aun ornamentales.

Permitaseme, por Uultimo, afirmar que pasaran lustros antes de que la
Psicologia y la Didactica Experimentales canonicen definitivamente un proceso
psicologico de conocimiento y aprendizaje de la Matematica, si es que ese
momento llega.

Figura 1. Proceso Abstractivo simple

Los procesos de generalizacién y axiomatizacién son reducibles a este ultimo.
Introducen la variante del ejercicio de la combinatoria con posterioridad al
andlisis y para uno de los conceptos o ambos sucesivamente. Exige
profundizacién en las fases inicial y final.

El proceso de deificacion expresiva en cualquiera de los lenguajes puede
asimilarse al de abstraccion, pero invirtiendo el orden de los estadios.



PROPUESTA DE ESQUEMAS DE PROCESOS DE APRENDIZAJE DE LA

MATEMATICA

A) Proceso de abstraccion o

de obtencién de conceptos matematicos

1. Recogida de
informacion sensible

Mediante observacion o manipulacion del modelo fisico
o de una expresion en cualquier lenguaje. Se obtienen
experiencias légico-matematicas y se toma conciencia
de las acciones precisas para su obtencion; no tiene por
gué manifestarse al exterior. Esta fuertemente ligado a
las condiciones del emisor, del medio y del receptor; por
supuesto, a la via perceptiva.

DEL percepto/construcio

2. Elaboracion proyectivalEn el espacio interior, como comportador del

esquema empirico. Las propiedades positivas de este
esquema dependen de los elementos que intervinieron
en la fase anterior, determinantes del mensaje percibido
en sus aspectos sensibles. En esencia, es
independiente de la via sensible (transfer. intermodal).

3. Obtencién del
concepto matemaético

O abstraccibn matemética propiamente  dicha.
Apropiacion de la forma pura, analogamente a toda
abstraccion.

4. Integracién
matematico-formal

Supone conjeturacion, incorporacion de elementos de
lenguaje en cualquiera de sus formas. Va acompafnada
de representaciones empiricas, modificadas por la
incorporacion de experiencias manipulativas y
elementos de memoria. Supone una integracion del
nuevo concepto en el conjunto estructurado de
conocimientos anteriores.

expresiva

5. Reificacion aplicativa y|Requiere una comprobacion formal, o reconocimiento

en el modelo y/o sus representaciones de la
formalizacion obtenida. Supone una incorporacion de la
Légica y de los elementos de lenguaje. Puede exigir el
reinicio del proceso.

Asimismo, el de reificacion aplicativa resolucion de ejercicios y situaciones
problematicas es semejante al de establecimiento de relacion entre conceptos,
previa observancia del proceso de abstraccion reconocimiento del concepto

incorporado a la situacion.




2.3. EL ALUMNO CIEGO
No seré el ultimo, ni el primero, que niegue la existencia de "el alumno ciego"
como denominacién genérica.

Es insuficiente pensar en un nifio o joven que haya perdido la visién. Al menos
para mi, existen "alumnos ciegos"”, cada uno de ellos con circunstancias
personales, histéricas y actuales, bien diversas que impiden la consideracion
pedagdgica de la ceguera aislada de los sujetos que la padecen.

Figura 2. Proceso de formalizacion de proposiciones

Si en este trabajo se habla de "el alumno ciego" o, simplemente, "el ciego" es
por mera comodidad terminoldgica, reduciendo el colectivo a su nota mas
caracteristica y prescindiendo de especificaciones que solo apareceran cuando
las diferencias personales asi lo reclamen, a nuestro juicio, por su gravedad. La
definicion sera mas bien negativa:

A efectos didacticos, se entiende por "alumnos ciegos" a aquellos que su falta
de vision les impide seguir el aprendizaje de la Matematica en las mismas
condiciones que los alumnos considerados como de "visidon normal”.




ESQUEMA PARA UNA PROPUESTA DE PROCESO DE APRENDIZAJE DE

LA MATEMATICA

B) Proceso de relacién conceptual o de formalizacion de proposiciones

1. Analisis de conceptos
intervinientes

De sus representaciones y elementos. Requiere la
produccion de esquemas empiricos conformes con los
conceptos involucrados y representacion interior en los
diferentes lenguajes. Queda reforzada mediante la
manipulacion de  modelos fisicos y/o de
representaciones graficas, de habla natural o
simbdlicas, por este orden.

2. Conjeturacion no
formalizada

De relacion entre los conceptos propuestos, mediante el
reconocimiento de notas comunes 0 no en las
representaciones empiricas y de lenguaje de aquellos.
Supone un ejercicio combinatorio y de traduccion.

3. Conjeturacion de la
proposicion formal

Con incorporacion de elementos de lenguaje natural,
grafico representativo y simbdlico.

4. Comprobacion légica
de la formulaciony

De la proposicion conjeturada, con incorporacion de
elementos de légica. Puede exigir la repeticion total o

demostracion parcial del proceso, una o varias veces.
5. Aceptacién de la E incorporacion al acervo cognitivo.
proposicion

Es poco clarificador: el calificativo de "ciego" viene condicionado por el baremo
de "normalidad visual® a efectos educativos. Es decir: padecer carencias
visuales que obliguen al empleo de medios o formas de trabajo "no habituales"
para el resto de alumnos. Y el caracter de "habituales” o "no habituales" es
funcién de proporcion...

De relativismo en relativismo, podriamos pasar las horas... En suma, salvo la
pérdida completa de vision ceguera total, el grado de "ceguera” o "deficiencia
visual" esta condicionado a la estimacion social y a los "medios ordinarios”,
variable segun momentos y ambientes. Nos referiremos concretamente a este
punto en 2.3.2.

2.3.1. Variables educativas

He aqui algunas diferencias personales entre ciegos que modifican una
recomendacion general a la hora de su aplicacion. (Hagamos a un lado las
diferencias paralelas entre videntes, tales como edad, curriculo formativo,
cualidades personales, psicofisicas e intelectuales, etc.)




La primera y mas importante que aparece es el grado y tipo de vision residual.

Es obvio. De ella se derivan consecuencias pedagdgicas tan evidentes como la
mayor o menor facilidad para la manipulacion, el material pedagdégico a utilizar,
el instrumental de lectura, escritura, dibujo y calculo, y, sobre todo, la
posibilidad de utilizacion del color en el material y en las representaciones
gréficas. Y otras menos evidentes o generales, como puede ser la facilidad
para la elaboracion de los esquemas empiricos o representaciones interiores y
su correccion y el condicionamiento en el ritmo de aprendizaje.

En cuanto a Didactica de la Matematica, el alumno con resto visual
educativamente aprovechable va a estar mucho més préximo del alumno
vidente que del ciego total.

Una segunda variable a tener en cuenta, es el momento de pérdida de la
vision, o si ésta fue progresiva o brusca; entendiendo por tal no la carencia
absoluta, sino aquel punto en que se ve abocado a utilizar medios pedagogicos
hépticos en sustitucién de los visuales, o la aplicacibn de medios Opticos
extraordinarios y técnicas complejas de exploracion visual.

Normalmente, esta circunstancia influye en la motricidad y, por ende, en la
riqueza y complicacién constructiva de imagenes y representaciones.
Consecuencias éstas que pueden modificarse estardn modificadas por la
trayectoria escolar y la historia personal en general.

El curriculo escolar acumulativo, que no sélo es la respuesta a la pregunta
"¢ cuantos anos lleva de escolarizacion?", sino completada con otras: "¢ cuantos
aflos de escolarizacion como vidente y cuantos como ciego o deficiente
visual?", "¢ con atencion especifica?”, "¢ qué caracteristicas tenia esta atencion
especifica por parte del profesor, del material e instrumental utilizado,
actividades de apoyo, etc.?", y otras sobre consideraciones generales de
calidad de la educacion; asi como si dicha escolarizacion tuvo lugar en un
centro ordinario o en un centro de educacion especial para ciegos, si fue
continuada o con interrupciones, etc.

Todo ello condicionard su actitud de aprendizaje, manejo de los medios
apropiados y adaptabilidad a la Didactica Especial.

Otro factor fuertemente condicionante en la historia personal es el ambiente
familiar, la actitud de la familia ante el problema del nifio ciego. La aceptacion o
no del hecho de wun hijo disminuido fisico repercute favorable o
desfavorablemente en el equilibrio psiquico e incluso moral, tanto de los padres
y hermanos como del propio afectado.

Pero hay algo mas: la incuria o superproteccion familiar, con las consiguientes
repercusiones en el desarrollo motdrico y psicomotriz del nifio ciego y el
horizonte de estimulacion, experiencias y vivencias en general.

Por dltimo, no hay que olvidar el origen de la ceguera. En no pocos casos la
pérdida de vision es una simple tara adicional, compafiera de lesiones



cerebrales o encefadlicas mas o menos importantes. Pedagdgicamente seria
descabellado pensar que iba a ser idéntico el comportamiento en el aprendizaje
de un ciego por glaucoma, que el de un ciego por meningitis o tumor cerebral;
aunque evitaremos las afirmaciones categéricas sobre las aptitudes de unos y
otros, al estar curados por la experiencia.

Afortunadamente entiéndase, gracias a la profilaxis y al progreso oftalmologico
disminuye en el computo general la proporcion de casos en los que la ceguera
es una carencia aislada.

La consideracion pedagogica de taras adicionales daria lugar a Didacticas de
dominios interseccion, tales como sordo-ciegos, deficientes mentales ciegos,
paraliticos cerebrales ciegos, etc. No seran sujetos de este trabajo, ya que no
es su objeto ni conocemos en profundidad la problematica especifica que se
plantea en estos grupos de alumnos.

Ante este panel de particularidades, ¢tiene sentido hablar de una Didactica de
la Matematica para ciegos? Si. Creo que si.

Aceptado que

"la ceguera no afecta a la personalidad; ésta queda intacta, sus facultades
siguen sanas, ninguna de las facultades mentales del ciego es tocada, y todas,
en circunstancias normales, son susceptibles de un florecimiento pleno, hasta
el mas alto grado de desarrollo al cual puede aspirar un ser humano. Bajo el
punto de vista psiquico, sabe que no puede pretender la misma libertad de
accion del vidente; puede no estar bajo la completa dependencia del vidente,
pero esto es todo" (P. Villey; 1946, 13).

Aceptado también que

"entre los ciegos se constatan con frecuencia ciertas dificultades psicomotrices:
persistencia de sincinecias a una edad relativamente avanzada, rigidez de
movimientos, mala coordinacién, paratonia, etc." (Dr. Aussaguel, cit por Y.
Hatwell; 1972, 186).

Y comprobado que

"los ciegos tempranos son significativamente inferiores a los ciegos tardios
tanto en el plano de la precisién como en el caso de la rapidez de ejecucién de
tareas manuales; asimismo, los ciegos totales son inferiores a los ciegos
parciales" (Bauman y Buell, cit por Y. Hatwell; 1972, 185).

Pero matizando: estas disfunciones se atentan con el paso del tiempo; o,
mejor, con la ejercitacion consciente y dirigida.

No estoy dispuesto a dedicar ni una linea a justificar la posibilidad del ciego, de
cualquier ciego como tal, a acceder directa e indirectamente a toda la
Matematica. Sobran los ejemplos de cumbres historicas de la Matematica que
nacieron ciegos, perdieron la vista a corta edad o prosiguieron su trabajo de



matematicos, sin merma, tras haberla perdido brusca o paulatinamente:
innumerables mateméaticos arabes, Euler, Hamilton, Pontriaguin...

La falta .de vision no cierra las puertas a los aspectos matematicos de la
realidad. Pero dicha falta y sus consecuencias van a modificar la via "ordinaria"
de acceso. La importacion personal de aspectos matematicos exigira un
sistema de aduanas diferente si las vias de acceso son fundamentalmente las
visuales o las hapticas; aduanas con controles y medios que deberan también
ser diferentes en uno y otro caso, si no queremos correr el riesgo de importar
productos en malas condiciones, 0 que éstos se eternicen en dichos tramites
aduaneros.

La "baja vision" determinara la necesidad de utilizaciéon de medios, instrumental
y técnicas de trabajo tipicos de la ensefianza de ciegos, mas no exclusivos ni
excluyen tes.

Todo ello conducira a una actitud y atencion del profesor distintas a la hora de
dirigir la actividad de un alumno ciego o de un alumno vidente.

La consideracibn de alumnos ciegos simplemente conduce a subrayar o
resaltar determinados objetivos o0 aspectos dentro de una Pedagogia
previamente elegida; pero no suprime ninguno. Eso si: exige la utilizacion de
técnicas didacticas adecuadas y materiales hapticos o auditivos.

Asi pues: nada de Filosofia Especial de la educacion de ciegos, algunas
matizaciones para una Pedagogia Especial de ciegos, y sobre todo técnicas
didacticas especiales.

Analizaré brevemente la repercusion en dos de los estadios de la
matematizacion sefialados en 2.2.5:

. La via perceptiva; en sus dos versiones: la visual, para el caso de
alumnos con resto aprovechable de visidn, y la haptica, para los ciegos totales.

. las representaciones empiricas resultantes.
2.3.2. Deficiencia visual

No existe la "deficiencia visual' como tal a efectos didacticos, sino toda una
serie de dificultades de visién o, inversamente, de posibilidades de empleo de
la "vision residual”. En consecuencia, medios, circunstancias y técnicas de
trabajo y posibilidades de participacion en las actividades seran muy diversas,
entre si y con la forma de trabajar el alumno vidente o el ciego total.

A medida que se ha ido profundizando en el estudio de problemas y
soluciones, se ha visto conveniente establecer distinciones. Especialistas de la
oftalmologia, educacién, rehabilitaciébn, promocion e insercidon sociolaboral y
cultural, distinguen grados, niveles o tipos de deficiencia visual.

En Espafia, la Organizacion Nacional de Ciegos Espafioles (O.N.C.E) agrupa



corporativamente a las personas que no superan el 10% de vision; medida
funcional segun la escala de Snellen (grosso modo: "no reconocer
distintamente los trazos de una E, con correccion de cristales ordinarios, segun
tamafios y distancias"). Aunque existen otras escalas analogas, como, por
ejemplo, la de Wecker, utilizada también por la O.N.C.E. hasta fecha reciente.
Por consiguiente, la denominacion legal u oficial de ciego implica un déficit
visual cuantificado convencionalmente.

Con una matizacion, decisiva a efectos subjetivos, la evolucion previsible en las
causas de pérdida. Lo que supone: un diagnéstico correcto, conocimiento del
estado actual de las técnicas correctoras 0 restauradoras, experiencia
acumulada sobre la forma de evolucion... Es decir, un juicio oftalmolégico con
base en una informacion actualizada y cambiante.

La poblacion estudiantil de personas calificadas como “ciegas con resto visual”
o, simplemente, "deficientes visuales" crece en términos absolutos y respecto
de las que carecen de él; por una doble causa:

. De una parte, los progresos oftalmolégicos en prevencion, diagnéstico
precoz, tratamiento y restauracion, que impiden la pérdida total de la vista.

. De otra, la atencibn mediante ayudas O6pticas y apoyos educativos a
alumnos que, si bien no eran clasificados como ciegos desde el punto de vista
legal, tropezaban con dificultades didacticas graves que quedaban
desatendidas: en Espafia y no pocos paises de nuestro entorno, una
deficiencia visual importante quedaba y sigue quedando muchas veces
enmascarada bajo la forma de "fracaso escolar", sin profundizar en sus causas.

El empleo didactico de la vision es, ordinariamente, multiple.

Desde la lectura de textos impresos, en los diversos lenguajes (natural,
simbdlico-matematico y  grafico-geométrico), hasta la lectura de
representaciones manuscritas propias, de otros comparferos o del profesor, a
corta distancia o en el tablero. Sin olvidar las proyecciones y manipulaciones
sobre materiales efectuadas a distancia por otras personas, expresiones
gestuales y corporales, observacién de estados o fendémenos estaticos y
dinamicos en interiores y al aire libre, etc.

Tampoco debe olvidarse el empleo que el alumno hace de la vista en la
escritura o representacién en los diferentes lenguajes, que debera reunir la
caracteristica de "legibilidad" o "facil comprensibilidad”, para €l mismo y para
los demas.

En cualquier actividad visual hay que distinguir dos factores:

. El elemento 6éptico; capacidad receptora del ojo, modificable por las
pertinentes ayudas.

. Habilidades perceptivas; intimamente ligadas a las caracteristicas del
objeto a percibir y las técnicas aplicadas por el sujeto.



Tanto los "medios Opticos" como las "técnicas de exploracion" estaran en
funcion de la "vision remanente” tipo y agudeza y de la naturaleza del objeto a
explorar dimensiones, distancia, iluminacion, contrastes, estaticidad, etc.. Por
este motivo, en la educacion no interesa tanto la patologia padecida, sus
causas Yy evolucion, como el tipo de pérdida, medios Opticos, condiciones de
trabajo; es decir: interesa ante todo la caracterizacién "funcional".

Se enumeran a continuacion los principales tipos de deficiencia, siguiendo la
clasificacién de K. Inde y O. Backman (1988), completada por las sugerencias
de C. Santos, técnico en la Unidad de Rehabilitacion Visual del C.R.E. "Antonio
Vicente Mosquete”, a quien agradecemos su generosa colaboracion.

A) Escotoma central. Suelen necesitar un nimero grande de aumentos.
Trabajo en penumbra o con "filtros". Requiere distancias cortas. Frecuencia de
"acromatopsias" asociadas.

B) Nistagmus (movimientos incontrolados del 0jo). Exige movimientos de la
cabeza. Posicién adecuada.

C) Pérdida de vision periférica. Distancias larga o normal. Exige movimientos
exploratorios muy amplios.

D) Miopia magna. Requiere gran numero de aumentos. Distancia corta.
Suele acarrear otras patologias reductoras de la vision.

E) Hemianopsias (carencias de campo). Exige posicion anormal de la
cabeza. Movimientos exploratorios amplios.

F) Cataratas, albinismo. Requiere grandes aumentos. Distancias cortas.
lluminacién segun patologia.

Este sucinto esquema sugiere inmediatamente que:

Antes de abordar la practica de tareas escolares es conveniente realizar la
valoracion funcional de la visidén y prescribir las pertinentes ayudas, programas
de rehabilitacion e indicaciones de todo tipo.

En forma explicita:
1° Revisién oftalmolégica lo mas completa posible.

2°) En caso de problemas de refraccion no corregidos o precisarse "ayudas
Opticas": examen por el éptico optdmetra.

3% Valoracion funcional, incluyendo, pruebas de agudeza visual de cerca y
lejos y tests de percepcion.

4°)  Ayudas Opticas para lectura, en su caso. Como pueden ser: microscopios
monofocales, gafas bifocales, tele microscopios, lupas ordinarias y electrénicas
("tele lupas"), catalejos, etc.




No se suelen prescribir ayudas oOpticas especiales para escritura o dibujo: con
un criterio meramente visual, no se necesita una agudeza tan precisa como
demandan las tareas de lectura. Suelen ser mas Uutiles los recursos o
materiales adecuados: papel pautado, lapiceros de punta blanda, boligrafos de
punta normal y rotuladores de punta fina, media o gruesa, segun los casos,
ademas de un tamafio conveniente de letra.

5°) Otras recomendaciones sobre condiciones de trabajo, atrii o mesa
abatible, tipo de iluminacidn, flexo, etc.

6°) Si el nivel perceptivo visual del alumno no fuera acorde con su edad
mental seria necesario realizar un "programa de estimulacion visual
secuenciado”. Este aspecto es de vital importancia, ya que el desarrollo del
sistema visual en personas de baja visién no se produce de forma automatica,
al carecer del estimulo y retroalimentacion ordinarios. Se precisa, para ello,
disponer de una valoracién previa de la edad mental del alumno, mediante
informe psicolégico; advirtiendo que si no se tienen en cuenta los problemas
visuales, puede quedar falseada.

Es de resaltar que estos "programas de estimulacion visual" vienen siendo
necesarios para aproximadamente la mitad de los estudiantes objeto de
valoracion, con notable progreso en sus habilidades exploratorias y lectoras.
Asimismo, las ayudas opticas para lectura, tanto de cerca como de lejos, se
prescriben por término medio entre el 40% y el 45% de los casos revisados. El
"atril" o "mesa abatible" es recomendacion general incluso lo seria, aunque no
existieran dificultades visuales, y el "flexo" lo emplean 2/3 de los alumnos.

Antes de terminar este Apartado dedicado a la deficiencia visual, convendra
subrayar al profesor de un centro ordinario algunas advertencias importantes:

1% Las "anormalidades" observadas en la postura o movimientos de 0jos 0
cabeza en el momento de leer, escribir o dibujar, pueden ser sintomas de
problemas de vision. Debe ponerse inmediatamente en conocimiento de la
familia y los servicios médicos, a fin de proceder a la necesaria revision
oftalmoldgica y adopcion de las oportunas medidas.

2% Los alumnos que padezcan deficiencia visual apreciable deben ser
revisados por los servicios de Atencion Visual no solo por los de Oftalmologia.
En Espafia, los Centros de Recursos Educativos de la O.N.C.E. cuentan con
Unidades Especializadas, asi como los Centros de Rehabilitacién Visual. En
estas Unidades y Centros se llevan a cabo las convenientes revisiones,
evaluaciones y prescripciéon de ayudas y recomendaciones, de las que se
remite informe a la familia y, en su caso, al Equipo de Apoyo Educativo; por
tanto, se hallaran en el Centro del alumno a disposicion de los profesores para
su consulta eventual.

Contra un topico todavia muy difundido:

3%  Salvo prohibicién expresa del oftalmélogo, el alumno con baja visién no
solamente puede, sino que debe emplear su resto visual sirviéendose de las



ayudas oOpticas y recomendaciones de trabajo prescritas.

4%, El ritmo de trabajo en lectura, escritura y dibujo de un alumno con
deficiencia visual importante es de esperar que sea inferior a aquellos que no la
padezcan. Lo que debera tenerse muy presente, en especial para la realizacion
de tareas evaluatorias a tiempo limitado.

5% Si el resto visual aprovechable o la prescripcion oftalmoldégica hacen
previsible perturbaciones graves de los procesos de aprendizaje, es
conveniente de todo punto iniciar y exigir al alumno el empleo de otros medios
no visuales hapticos y auditivos que garanticen la cobertura de objetivos
instructivos y educacionales adecuados a su nivel madurativo esperable. En
concreto, el Sistema Braille como método de lecto-escritura o el dibujo en
relieve.

Espero que nadie califique estos medios de "merma de normalidad"”, "fuente de
traumatismos”, "generacion de complejos” ni "barreras para la integracion”...
Han quedado atras venturosamente los tiempos en que espectadores ajenos a
los problemas reales confundian apariencia de integracion e integracion
efectiva: la auténtica satisfaccién y el progreso educativo sélido hunden sus
raices en los logros presentes, mas que en Ja ficcion sostenida artificialmente,
por mucho afecto equivocado que la adorne.

La deficiencia visual no se reduce a "ver menos" defectos de campo "ver peor"
agudeza y nitidez; algo de esto puede remediarse mediante "ayudas Opticas",
ordinarias y extraordinarias, como arriba se indicaba.

Hoy dia se valora muy especialmente el "saber mirar"; las técnicas de
exploracion visual, tendentes a optimizar la capacidad perceptiva del ojo. De
hecho, el ojo realiza movimientos continuos y espontaneos en busca de un
maximo de estimulacion, corregidos, eso si, por impulsos atencionales y
voluntarios. Pero hay mas que simple movimiento: posicion de cabeza y 0jos
favorecedores de la maxima exposicion direccion, sentido y cadencia de los
movimientos, ritmo, estrategia global, etc.

Como es evidente, estas técnicas son diferentes para cada tipo de pérdida
visual; casi podria decirse que para cada afectado, por la pluralidad de factores
que determinan la "vision remanente". Pero pueden "aprenderse", y son
susceptibles de desarrollo y ejercitacion: es uno de los objetivos de los
"programas de estimulacion visual".

Su aplicacion con fines de aprendizaje lectura, escritura, dibujo, observacion,
manipulacion fisica requiere esfuerzo, tiempo, genera fatiga. Y lo que es mas
importante a efectos didacticos, pueden condicionar de forma esencial la
percepcion; la imagen obtenida puede quedar alterada por estas técnicas:
completitud, partes relevantes, configuracién global, etc.

2.3.3. El sistema haptico

Pérdida la vision, ¢.cudl es la via preferente de acceso hasta el intelecto de la



realidad matematica? El tacto, sin duda, y por varias razones.

La Matematica nace de la cantidad, extensidn configurada en el espacio. Y
hablar de configuracion espacial exige hablar de "simultaneidad".

El oido s6lo puede aportar sucesion, linealidad; la simultaneidad es confusién.
El tacto, limitadamente en la simple sensacién tactii de la mano y por
construccion, a través de la accién de palpar, es receptor de estimulos de
extensién y configuracién, por lo que podriamos llamar "simultaneidad a
posteriori" aunque esto ya seria hablar de esquemas empiricos. La vista
proporciona

"nociones elementales de espacio, extension y solidez que el tacto proporciona
también e incluso més exactamente que la vista" (P. Villey; 1946, 14).
Habria que subrayar el término "elementales”.

Méas generalmente: "los productos”, aun no elaborados intelectualmente,
suministrados por las observaciones de la vista y el tacto gozan de mayor
analogia que otros cualesquiera.

“La vista es un tacto de largo alcance que ademas tiene la sensacion de color.
(...) El tacto es una vista proxima sin color y con la sensacién de rugosidad"
(Ibid).

El tacto, por ultimo, es el que confirma la realidad que denuncia, en primera
iInstancia, la vista.

"El tacto es el sentido fundamental del que se derivan todos los otros. (...) El
papel que desempefia para el desenvolvimiento intelectual es importantisimo:
los psicélogos han demostrado que es el que educa a la vista, debiéndole el
conocimiento de las propiedades esenciales de los cuerpos” (Rodriguez Placer;
1929, 97).

Todo esto no supone una devaluacion del oido, sélo que el tacto es una via de
acceso sustitutoria de la vista con caracter de adecuada y preferente. El oido
"sigue" jugando su papel, quizas incluso preeminente en el proceso educativo,
como medio ordinario de comunicacion.

"El oido alimenta y estimula nuestro pensamiento mas que la vista" (P. Villey;
1946, 20).

Y en el orden de la comunicaciéon tanto personal como cientifica, aspectos
esenciales en la educacion, la vista y el oido tal vez jueguen papeles
insustituibles y no intercambiables entre si. Veamos.

En "Eurodidac 1974", en Bruselas, el equipo de profesores de la Escuela
Normal de SaintClaude, Francia, en una comunicacién sobre formacion del
profesorado en practicas, se refirié a una curiosa e interesante experiencia.

Dispongase de la filmacién en video, registro magnetofonico y redaccién escrita



de wuna clase impartida por un determinado profesor, desarrollada
espontaneamente, sin intencion de utilizarla con posterioridad para experiencia
alguna.

Entregada en primer lugar la redaccion escrita a un grupo de alumnos de la
Escuela Normal, éstos convinieron que se trataba de un profesor
absolutamente directivo.

A continuacién se les hizo escuchar la grabacién magnetofénica de la clase.
Asombrados y desconcertados rectificaban su primera impresion afirmando
ahora que abundaban los elementos no directivos.

Finalmente, se les pasé la filmacion en video. EI comentario fue unanime: se
trataba de un profesor nada directivo.

¢Admitirdn los elementos gestuales una traduccion en elementos verbales?
Piénsese en las repercusiones de esta experiencia para la ensefianza de
ciegos.

Recordemos una vez mas que se ha comprobado experimentalmente repetidas
veces ser equiparable el comportamiento auditivo y tactil de ciegos y videntes,
tanto en agudeza como en perceptibilidad.

Hay que separar la sensacion tactil del producto de la exploracion tactil. Las
primeras estan condicionadas por las caracteristicas somaticas
correspondientes de cada individuo, posiblemente inmodificables; mientras que
las segundas estan intervenidas por factores de voluntariedad y educacion; es
fruto del "arte de palpar" y son, sin duda, las que realmente se utilizaran en el
aprendizaje. Las caracteristicas de una y otro son bien diferentes en relacion
con los correspondientes visuales.

El ambito de realidad abarcado por el tacto es inferior, tanto cuantitativa
dimensiones del objeto percibido instantAineamente como cualitativamente
posicion respecto de otros objetos. Hay, no obstante, un ambito en el que los
productos de ambas sensaciones son analogos, a efectos de percepcion de la
cantidad: el abarcable por las dos manos, segun algunos autores (Katz, 1925).

"Es en los limites de eso que hemos dado en llamar espacio manual, que se
aproxima mas el tacto al sentido de la vista, pues en estos limites el ciego
dispone de una percepcion sintética relativamente precisa" (P. Villey; 1946,
193; cfr. también: Ballesteros, 1994B).

Es un ambito limite para la sensacion y exploracién, donde la temporalidad
puede reducirse a instantaneidad; no hay que olvidar los neurofisiélogos tienen
la dltima palabra que la atemporalidad de la sensacion visual es ilusoria, tal
como sucede en la pantalla de television.

Por otra parte,

"los movimientos de exploracion pueden ampliar el campo de aprehension y
compensar asi, en parte, las limitaciones propias de todo conocimiento por



contacto directo con el excitante. (...) Mientras que en la vision soélo interviene
directamente la motricidad ocular, es la motricidad general quien esta en juego
en la percepcion tactil" (Hatwell; 1972, 185).

"El ciego debe hacer un esfuerzo mental del que el ojo dispensa casi
enteramente al vidente, y para el que le es preciso hacer concurrir diversos
organos alli donde uno solo es suficiente al vidente. Se comprende, por
consiguiente, que existan diferencias individuales mucho mas profundas entre
las representaciones de los ciegos que entre las representaciones de los
videntes" (P. Villey; 1946, 193).

Recuérdese la fabula del elefante "conocido" por los cinco ciegos de la India.

Ademas, al emplear los cinco dedos, en vez de uno solo o varios, se logra
mayor rapidez y garantias de éxito al reconocer materiales y propiedades de
los cuerpos (Katz, 1925).

La motricidad general interviene en la exploracion tactil con un caracter que no
podemos calificar de reflejo. del "arte de palpar" y son, sin duda, las que
realmente se utilizardn en el aprendizaje. Las caracteristicas de una y otro son
bien diferentes en relacidén con los correspondientes visuales.

El d&mbito de realidad abarcado por el tacto es inferior, tanto cuantitativa
dimensiones del objeto percibido instantaneamente como cualitativamente
posicion respecto de otros objetos. Hay, no obstante, un ambito en el que los
productos de ambas sensaciones son analogos, a efectos de percepcion de la
cantidad: el abarcable por las dos manos, segun algunos autores (Katz, 1925).

"Es en los limites de eso que hemos dado en llamar espacio manual, que se
aproxima mas el tacto al sentido de la vista, pues en estos limites el ciego
dispone de una percepcion sintética relativamente precisa” (P. Villey; 1946,
193; cfr. también: Ballesteros, 1994B).

Es un ambito limite para la sensacién y exploracion, donde la temporalidad
puede reducirse a instantaneidad; no hay que olvidar los neurofisiélogos tienen
la dltima palabra que la atemporalidad de la sensacion visual es ilusoria, tal
como sucede en la pantalla de television.

Por otra parte,

"los movimientos de exploracion pueden ampliar el campo de aprehension y
compensar asi, en parte, las limitaciones propias de todo conocimiento por
contacto directo con el excitante. (...) Mientras que en la vision soélo interviene
directamente la motricidad ocular, es la motricidad general quien esta en juego
en la percepcion tactil" (Hatwell; 1972, 185).

"El ciego debe hacer un esfuerzo mental del que el ojo dispensa casi
enteramente al vidente, y para el que le es preciso hacer concurrir diversos
organos alli donde uno solo es suficiente al vidente. Se comprende, por
consiguiente, que existan diferencias individuales mucho mas profundas entre



las representaciones de los ciegos que entre las representaciones de los
videntes" (P. Villey; 1946, 193).

Recuérdese la fabula del elefante "conocido" por los cinco ciegos de la India.

Ademas, al emplear los cinco dedos, en vez de uno solo o varios, se logra
mayor rapidez y garantias de éxito al reconocer materiales y propiedades de
los cuerpos (Katz, 1925).

La motricidad general interviene en la exploracion tactil con un carécter que no
podemos calificar de reflejo.

"Tan pronto como pasamos de las sensaciones simples a las mas complejas el
papel del espiritu, al intervenir en la funcidon primera, es el de sintetizar los
datos proporcionados por los sentidos, construye asi las representaciones de
los objetos que le son necesarias para sus operaciones y parece comunicar al
dedo su avidez por saber" (op. cit. 70). "El desarrollo del tacto del ciego no se
manifiesta en una agudeza creciente del sentido del lugar de la piel y hay
posibilidad de que se manifieste en Otro elemento, en los movimientos que se
agregan al contacto. En ese caso sera de orden esencialmente psicologico; la
conciencia dirige cada vez mejor los movimientos de los miembros con miras a
satisfacer los fines cada vez mas claramente percibidos" (P. Villey; 1946, 180).

¢ Habra realmente que educar el tacto, ensefiar a palpar?

A los trabajos de Katz (1925) y Révész (1950) sobre el tacto en general, y a los
de Villey (1946) tantas veces citado aqui sobre el tacto de los ciegos en
particular, hay que tomar en consideracion de forma definitiva los de Gibson
(1962, 1966). Este autor, abandonando la vieja concepcion del tacto mero
receptor de estimulos de presion, vibracion y temperatura "tacto pasivo",
integra este sentido con el cenestésico, procurador de estimulos para aquél, y
detector de las sensaciones de posicion y movimiento de los érganos del
aparato locomotor; en particular, de dedos, manos y brazos. Define asi el
"sistema héaptico" designado en principio por "tacto activo", comprensor de
ambos y generador de imagenes o0 sensaciones espaciales, estaticas y
dindmicas, a partir de unas y otras.

Desde Gibson, toda una cascada de investigaciones confirman esta doctrina
del "sistema haptico®, integrando indisolublemente tacto y cinestesia, como
sistema perceptivo de formas.

Se distingue entre "localizacién” e "identificacién", pero integradas en un Gnico
sistema perceptivo. La primera se determina por un sistema de espacios
coordinados, tomandose como referencia la postura del cuerpo; los receptores
cutaneos participarian, al contribuir en la informacién acerca de dicha postura.
La identificacion se basa en un analisis de la posicion relativa de los puntos de
la piel estimulados. En consecuencia: los receptores cutaneos tienen una doble
funcion, localizadora e identificadora (Paillard 1978).

Y se observa una mayor destreza exploratoria y eficacia de reconocimiento en



los sujetos ciegos, atribuibles a su también mayor experiencia en este tipo de
tareas (Davidson 1972, 1986). No se desmiente la equiparacion de "agudeza
tactil" entre ciegos y videntes: se toma en consideracion el "arte de palpar”,
susceptible de desarrollo por la ejercitaciéon y, sin duda, el aprendizaje dirigido.

Hay que repetir la observacion formulada a propdsito de la exploracién visual
de quienes poseen tan solo "baja vision™:

La aplicacion de la exploracion haptica con fines de aprendizaje lectura,
escritura, dibujo, reconocimiento, manipulacion fisica requiere esfuerzo, tiempo,
genera fatiga. Y lo que es mas importante a efectos didacticos: las técnicas
empleadas pueden condicionar de forma esencial la percepcion; la imagen
obtenida puede quedar alterada por ellas completitud, partes relevantes,
configuracion global, etc.

*"Haptico": del griego japté, tacto; o de japtomai, tocar.

"Por lo demas, los ciegos hacen mas uso que los videntes de esta facultad
estereogndstica, que regula su accion. Le deben esa reserva de imagenes que
les dispensa de agotar las representaciones de extension en lo real, para ellos
tan dificiles de explorar, y que en la penuria de sus sensaciones alimentan su
pensamiento y su actividad" (P. Villey, 1946, 169).

La recomendacion didactica es inmediata: no dispensar nunca, si es posible, al
alumno ciego del contacto tactil con la realidad fisica: s6lo cabe la tolerancia
cuando este contacto haya sido reiterado, reciente y comprobada la eficacia de
la representacion adquirida con fines, de aprendizaje matematico analogo.
Desde el primer momento hemos hablado de representaciones visuales y
tactiles, préximas ya a las representaciones empiricas, Analizaremos ahora las
representaciones empiricas provenientes de una y otra forma de conocimiento
sensible.

2.3.4. Esquemas empiricos

"La imaginacién no renuncia a tomar los objetos que no puede abarcar, sino
que los aminora solamente mas o menos segun las necesidades, para
adaptarlos a sus alcances" (P. Villey; 1946, 144). "La imagen que el ciego
recibe por el tacto se despoja, en efecto, de los caracteres que constituyen las
modalidades propias de la sensacién tactil y difiere profundamente de ella. El
residuo que retiene, si no lleva el color, absolutamente extrafio a los nervios
tactiles y si es, por consiguiente, menos rico que el contenido de la imagen
visual, podria muy bien no encerrar, a menudo, ningun elemento que no esté
en la imagen visual y casi coincidir con ella" (P. Villey, 1946, 140).

Me permito hacer, no obstante, dos observaciones.

La primera es que, en general, la imagen de un objeto obtenida merced a una
percepcion visual esta mas influida por el entorno en que se encuentre inmerso
ese objeto; dicho de otro modo, por efecto ambiental es mayor el riesgo de
ilusion optica que de ilusion tactil. La percepcion tactil completa es mas



costosa, pero también mas segura; corre también el riesgo de ser incompleta.

La segunda seria pido licencia de frivolidad que la imagen haptica es cubista,
en especial cuando se trata de sélidos exentos, no tanto para "patrones
realzados" (representaciones en relieve de figuras planas). Es decir, incorpora
todas las facetas del objeto; y la perspectiva visual, analoga a la imagen visual
del objeto, requiere un esfuerzo analitico sintético. La imagen por percepcion
visual se aproxima a una proyeccion bidimensional del objeto, mientras que la
imagen por percepcion haptica conserva mas netamente los elementos
estereoscopicos.

"Sea lo que sea, el hecho esencial es que el ciego dispone también de
imagenes extensas, sintéticas, muy sutiles y muy variables de esto que llamara
genéricamente una verdadera vista tactil. La palabra vista es la Unica que sirve
para estas apariciones que surgen en el cerebro, libres de toda impresion
muscular consciente, de toda representacion de los dedos o de la mano,
menos ricas sin duda, menos complejas, sobre todo considerablemente menos
extensas, que las imagenes visuales, pero como ellas, unas y mdltiples a la
vez, percibidas enteras y hasta en sus detalles por el ojo interior de la
conciencia" (P. Villey, 145).

Las propiedades permanentes del objeto, las invariantes obtenidas con el
tiempo, son aisladas de las potencias sensoras de entrada, y el perceptor "de
ordinario no presta atenciéon alguna al flujo de sensaciones cambiantes";
(Gibson, 1962).

Puede admitirse un sometimiento final de las sensaciones tactiles a las
visuales, en forma de experiencias visuales (transferencia intermodal) (Révész,
1950).

El espacio ordenado y estable sélo aparece en conexion con la accion, previo
el ejercicio de la "capacidad de visualizacion" (Révész, 1950; cfrr.: Gil Ciria
1993, 81). Se enlaza con la concepcion piagetiana sobre la construccion del
espacio interior y los perceptos a partir de las acciones motdricas (Piaget 1961,
1974).

Puntualicemos definitivamente que la Unica diferencia entre los "esquemas
empiricos" correspondientes a experiencias légico-mateméticas aprehensoras
de la cantidad, estriba en la complejidad de la exploracion haptica respecto de
la visual, en su proceso de simplificacibn motriz y coordinaciéon espacial de
caracter sintético. Y no son de esperar diferencias para el "espacio interior" de
las representaciones, idéntico para el ciego y el vidente, aunque aquél lo sea
desde temprana edad o congénito.

“Las controversias que ponian en duda la existencia de un espacio tactil en los
ciegos tempranos y "congénitos”, o la homogeneidad entre el espacio visual del
vidente y el espacio tactil del ciego, parecen estar superadas hoy dia: aparece
un espacio que llega a constituirse a pesar de la ceguera, y este espacio,
segun todas las apariencias, no es de naturaleza diferente al espacio del
vidente. La privacion visual no hace sino retardar (considerablemente, eso si es



cierto) la construccion, y se comprende que dicha pérdida deje subsistir en el
ciego temprano, incluso llegado éste a la edad adulta, una inferioridad en tal
plano” (Hatwell; 1972, 104).

"Aparece suficientemente claro en las experiencias realizadas que la ceguera
se ve acompafiada en el dominio espacial de dificultades tanto mas
espectaculares cuanto que precoz es su aparicion. (...) Las curvas de
desarrollo de los ciegos son rigurosamente paralelas a la de los videntes y
nosotros no hemos observado en aquellos sino un simple retraso en la
adquisicién, y no una diferencia en la estructura légica de su elaboracién
mental del espacio” (Hatwell, 1972).

No debe, por tanto, extrafiarnos el retraso académico habitual de un alumno
ciego, si bien una adecuada educacion sensorial y el cultivo de las habilidades
expresivas, como impulsoras de la actividad psicomotriz, desde la mas
temprana edad, pueden mitigar dicho retraso y llegar a anularlo precozmente.
2.3.5. Principios rectores

Deduzcamos, pues, lo que podrian ser principios para una Didactica Diferencial
de la Matematica para ciegos.

Una Didactica de la Matematica para ciegos vendra condicionada por
exigencias de tres ordenes:

1°) De orden matematico:
a) Realismo matematico. Preeminencia del contacto con la realidad fisica.
b)  Aplicabilidad. Situaciones relacionadas con la "vida diaria".

c) Estabilidad comunicativa. El lenguaje simbolico o formal es el propio de la
Matematica, y el grafico-geométrico el propio de su Didactica.

d) Consistencia. Coherencia logica.
2°) De orden psicolégico general:
a) El aprendizaje es un proceso de descubrimiento personal.

b) En el aprendizaje hay que proceder en forma ascendente y gradual, de lo
concreto a lo abstracto y de lo particular a lo general.

c) Una de las fases del aprendizaje es la elaboracion de esquemas
empiricos o representaciones en el espacio interior.

d) El lenguaje grafico geométrico (diagramas, esquemas, dibujos, etc),
conviene a dichos "esquemas empiricos".

e) Laconjetura es un elemento no soslayable.



3% Condicionamientos de la falta de vision:

a) La comunicacion con la realidad matematica se lleva a cabo,
fundamentalmente, por via de exploracién haptica, para el ciego total no sélo
para él, y por via de exploracion visual sisteméatica, para el alumno que dispone
de resto visual aprovechable.

b) La organizacion de la actividad en el aula estd condicionada por
dificultades en las motricidades general y especifica exploratoria.

c) La comunicacion interpersonal en el aula se lleva a cabo casi
exclusivamente por via oral.

d) La expresion por medios hapticos exige instrumental especifico, que hoy
dia es lento.

e) La mayoria de las fases del proceso de aprendizaje son, por diversas
razones, mas lentas que en el alumno que no padece deficiencias visuales.

f)  Tendencia a la pasividad psicomotriz.

Y asi obtendriamos los posibles principios para una Didactica Especial de la
Matematica para ciegos, guia para las pertinentes "Adaptaciones Curriculares":

1°.  Mantenimiento en su integridad de los objetivos y contenidos de orden
matematico previstos para el nivel de ensefanza.

2°. Determinacion de objetivos relativos a procedimientos y destrezas
manipulativas y expresivas acordes con el nivel y las capacidades hapticas o
de resto visual del alumno.

3°. Presentacién de situaciones de partida "situaciones de ensefianza-
aprendizaje" de caracter haptico o visual accesible, y manipulacién inexcusable
de éstas por el alumno ciego.

4°.  Organizacion de la actividad en el aula acorde con las posibilidades
motaoricas y psicomotrices del/los alumno/s ciego/s.

5°. Respeto moderado del menor ritmo de progreso en el proceso de
matematizacion, con relacion al de alumnos videntes de anélogo nivel o edad.

6°. Intensificacion del uso del lenguaje grafico o de representaciones
bidimensionales.

7°.  Simplificacion de los datos intervinientes en las situaciones, a fin de evitar,
en la medida de lo posible, la utilizaciobn de instrumental de escritura y de
calculo en procesos auxiliares (mientras no se disponga de otros mas
adecuados y rapidos).

8°. Exigencia de empleo del material pedagdgico adecuado a las



capacidades hapticas o del resto visual.
9°.  Actuacion diferencial del profesor.

¢ Habra también que distinguir diversas Didacticas segun se trate de un grupo
de alumnos ciegos totales, de ciegos totales y con resto visual aprovechable,
de un alumno ciego incorporado a un grupo de videntes o de un ciego aislado?

Una respuesta afirmativa nos llevaria, por ejemplo, a la consideracion de una
Didéactica de la Matemética para centros de educacion especial de ciegos y otra
para la educacion de ciegos en centros ordinarios. Pero sélo observaria como
rasgo distintivo y en lo que se refiere a la Didactica de la Matematica, insisto
una mas dificil y compleja actuacion diferencial del profesor. El trabajo con
grupos homogéneos siempre fue mas comodo y fecundo, al permitir que todas
las energias del profesor se vuelquen en la busqueda de objetivos propiamente
matematicos, adoptando de una vez por todas una actitud, una metodologia y
unas técnicas didacticas.

Sobre esta "actuacion diferencial” haré referencia en este trabajo sélo en
lugares sobresalientes.

Volver al indice / Inicio del Capitulo



CAPITULO 3

COMO APRENDER LA MATEMATICA

3.1. CORRIENTES ACTUALES EN LA DIDACTICA DE LA
MATEMATICA

La Didactica: preocupacion y arte antiguas, técnica reciente, ciencia naciente.

En nuestros dias, la Didactica tiende a ocupar todo el espacio que en otros
tiempos se concediera a la Pedagogia o a la Metodologia. La Pedagogia
entendida como ciencia que tiene por objeto el acto educativo en toda su
generalidad; la Metodologia, como proceder del profesor en dicho acto; y la
Didactica, disponiendo la actuacion del alumno. Es natural dicha reduccion de
la Pedagogia y de la Metodologia a la Didactica, de la ensefianza al
aprendizaje, pues la libertad y la voluntariedad del alumno son indispensables
para aprender, para formarse.

La evolucion historica seguida por la ensefianza de la Matematica ha sido mas
que notable, hasta desembocar en nuestros dias en un auténtico paroxismo de
interés hacia ella. De cuarenta afios a esta parte, profundas han sido las
transformaciones e innovaciones en los programas, en el contenido y
presentacion de los textos, en las técnicas y en los materiales..., y en los
logros... Causas y razones se apuntaron ya en otro lugar. La descripcion de
dicha evolucion la haré tomando el simil de Glaeser.

Podriamos comparar a la Matematica con el agua, el alumno con una botella y
el profesor con un cazo o jarro. Nuestro objetivo, l6gicamente, es llenar la
botella a rebosar de agua.

En un principio, y hasta el pasado siglo quizas, se intentaba llenar la botella sin
mas imaginacién que verter el agua del jarro sobre la boca de la botella. En un
esfuerzo por facilitar el llenado, que venia quedando a expensas del pulso del
profesor y la docilidad del alumno, se introdujo un dispositivo revolucionario:
ponerle "pico" al jarro. Es la Metodologia.

En el pasado siglo, inicios del presente, se intenta mejorar la actitud del
alumno. Nuevo descubrimiento, sin duda mas eficaz que el anterior: un embudo
para la botella Didactica. A lo largo de este siglo se multiplican los modelos de
embudo...

Pero ya en el primer tercio de 1900 aparecen intentos de procedimientos que
mejoran aun mas el sistema de llenado. El profesor suelta el jarro, toma la
botella y la sumerge en el arroyo de aguas cristalinas. Es la Heuristica. Los
esfuerzos actuales tienden a estudiar las caracteristicas de la corriente del
arroyo para, conforme a ellas, situar la botella mas o menos sumergida y
agitarla convenientemente, a fin de que el llenado sea mas eficaz.

Ni que decir tiene que a lo largo de la historia aparecieron ensayos diversos de



cualquiera de los sistemas sefialados al margen de las épocas indicadas, y que
todos ellos siguen utilizandose con mayor o menor fortuna...

El cuento, ademas, tiene una moraleja: puede ocurrir que la botella se llene
antes y mas completamente con un jarro sin pico y sin disponer de embudo,
que sumergiéndola en el agua. Mejores resultados puede alcanzar un profesor
habil, ain con alumnos torpes y sin grandes despliegues didacticos, llevado por
la experiencia y la intuicién pedagogicas, que otro cadtico, aunque éste alardee
de técnicas y materiales sofisticados. La ciencia dificilmente suple deficiencias
humanas.

Precisamente para evitar posibles deficiencias se idearon técnicas en las que la
participacion del profesor en el propio acto educativo era marginal. Me estoy
refiiendo al sistema de asignaciones personales (Dalton) y al sistema de
"ensefianza programada”, potenciada esta Ultima por las corrientes
conductistas en Psicologia.

La "ensefianza programada” se ha visto impulsada en los dos ultimos decenios
por la incorporacion de los ordenadores a todos los niveles de ensefianza
(como pionero, el Centro Imago; Heverlee, Bélgica). Su eficacia formativa es
dudosa, ya que condiciona absolutamente la actividad del alumno, suprimiendo
la aportacién conjetural personal, libertad expresiva, etc. Su aplicacion tiene su
cauce adecuado en las actividades de recuperacion, reciclaje profesional y
ciertas técnicas matematicas muy concretas.

3.1.1. Tipologia del docente

En un trabajo dirigido a profesores de Matematicas cabe intentar una
clasificacion de las corrientes didacticas atendiendo al papel jugado por el
docente en la actividad del aula. Dando por supuesto que ya es suponer
(perdon, perddén) que el profesor actiua pensando en los alumnos que tiene
delante, a quienes conoce perfectamente, y que su actuacion es adecuada al
modelo elegido. Intentemos tal clasificacion:

A) Didactica del profesor libro, o expositiva de resultados.

B) Didéctica del profesor investigador simulado, o expositivonarrativa.
C) Didactica del profesor animador de la investigacion o activa neta.
A) Profesor con metodologia expositiva

¢, Quién no ha padecido alguna vez un profesor libro? Existen dos especies:
librohablado y libroescrito.

Algunos gozan de un nivel de tolerancia aceptable: permiten interrupciones
solicitando que repita o que lea algo que no se ve bien en el tablero, admiten
preguntas aclaratorias y repiten lo mismo pero con otras palabras, amplian a
peticion de alumnos aventajados, etc.



Son ideales para tomar apuntes, reduciendo asi el costo de la ensefianza en
libros de texto y ahorrando al alumno el tiempo dedicado a la reelaboracion de
apuntes de clase.

La formacion de estos profesores, a su vez, es bastante barata: es suficiente
que sepan Matematicas.

El problema surge cuando tiene una letra endiablada, habla bajito o los
alumnos son especialmente inquietos o inteligentes.

A este tipo de ensefianza se le suele designar caritativamente con el titulo de
"clase magistral" o "método expositivo".

"Dice el profesor tradicional de Matematicas: Cuando Vd. se haya convencido a
si mismo de que el teorema es cierto, debe empezar a demostrarlo.”

El alumno inteligente puede llegar a convencerse en clase; el menos
inteligente, quizés, en su casa, al estudiar los apuntes.

"Con o sin demostracion, el método de la ensefianza tradicional es el resultado
de un método de ensefianza: la memorizacion. La afirmacion de que tal tipo de
exposicién ensefia a pensar es sumamente exagerada" (M. Kline; 1978, 11).

"La buena pedagogia exige compromisos de esta indole: el deseo natural del
profesor es explicar unas Matematicas deductivas en su forma mas acabada.
Esta version es ciertamente mas elegante, pero su valor para el estudiante es
inversamente proporcional a la elegancia y armonia de la exposicion, porque la
adhesion final supone una explicacion muy laboriosa y artificial" (M. Kline, 161).

Considerando este método desde la 6ptica de la comunicacion:

"La clase magistral es una informacion transmitida desde el profesor al alumno.
A su recepcion, el contenido del mensaje esta deformado por causas bien
diversas (falta de atencion, incomprension del lenguaje, efectos de diccion,
etc.)" (Glaeser; 1973, 39).

Al margen de estas dificultades formales, también Glaeser advierte con acierto:

"El lenguaje conjuntista y simbolismo légico sirven de marco a una codificacion
de las Matematicas. Se hace una lista exhaustiva de las nociones y simbolos
primitivos, y todos los demas conceptos son deducidos a partir de ellos. Todas
las definiciones han de ser tomadas al pie de la letra: para saber lo que quiere
decir una definicion basta saber "descifrarla”.

"La exposicion de las teorias se hace de un modo axiomatico. Se empieza
haciendo una lista de todos los enunciados admitidos previamente axiomas,
deduciéndose a partir de aqui, toda la teoria mediante la aplicacion de reglas
l6gicas. ElI campo de aplicacién de cada uno de los teoremas queda precisado
por el enunciado correspondiente (...)



"Esta forma de trasmisién del pensamiento matematico es bastante eficaz y no
requiere por parte del interlocutor la posesion de dotes excepcionales, salvo
una cierta costumbre, tenacidad para descifrar y una disciplina de espiritu que
elimine cualquier ensofiacién y cualquier referencia a lo in formulado" (Glaeser;
1978,211-212).

Tan pobre concepcion pedagdgica responde, pienso, a una pobre concepcién
de la comprensién en Matematica, o en todo.

"Comprender una cosa equivale a conocerla como inferida a partir de
proposiciones fundamentales. Esta comprension se llama generalmente
adecuada cuando alcanza a todas las caracteristicas del objeto."

Esto ultimo, facil en Matematicas.

"Para que haya comprension de un objeto no es, en rigor, necesario conocerlo
como légicamente o deductivamente inferido de proposiciones basicas. Cuando
sea éste el caso, se tratard de una comprension légica o racional.

"Pero puede también hablarse de una comprensién natural, cuando el objeto es
conocido segun el proceso que lo engendra, el método por el cual se fabrica,
etc. En este sentido se dice que el relojero "comprende un reloj™ (Saumells;
1961, 43-44).

B) Profesor con metodologia expositivo-narrativa

Conquistados por la comprension natural, surge una nueva clase de profesores
de Matematicas: la de aquellos que reproducen o simulan ante sus alumnos el
proceso de investigacion matematica. Se creen investigadores de la
Matematica y algunos lo son en verdad.

Muchos lo hacen bien: consiguen captar la atencién e interés del auditorio y
despertar la curiosidad; pero la aportacion del alumno es nula 0 muy escasa,
en cualquier caso inapreciable subjetivamente, y llega a ser frecuente la actitud
pasiva, de "remolque”.

Pueden encontrarse aqui, a su vez, varias especies.

El "profesor-sabio”, o0 matematico auténtico, que revive sus propias
experiencias investigadoras. En ocasiones, ameno e interesante. Despierta
vocaciones para la Matematica, pero no forja matematicos.

El "profesor-periodista”, o "reportero de la investigacion”. Narra bien, con ritmo
y amenidad, pero sin ningln o escaso compromiso personal. Hace gustosas las
Matematicas, pero algo lejanas.

Y el "profesor-actor. Imaginativo, ocurrente: representa el papel de
investigador. Hace divertidas las clases de Matemaéticas; si es inteligente, no
cae en la bufonada. Devalla la Matematica con gran facilidad.



El método es calificable de expositivonarrativo. Para un texto escrito, puede
asemejarse al método histérico o genético aplicado al estudio de temas
matematicos.

Este realismo, extremado, puede conducir a que

"cometeriamos un error inmenso si ensefiaramos las Matematicas de acuerdo
con un esquema histérico. La invencion original fue ciertamente difusa, pero la
investigacion dirigida debe sacar partido de la experiencia del que la orienta”
(Freudenthal; 1978, 163).

Englobaria en este estilo lo que Glaeser llama "Pedagogia impresionista".

"En la Pedagogia impresionista los textos oscuros de los antecesores son
sustituidos por comentarios mucho mas sugestivos. La Pedagogia
impresionista solo puede tener éxito si las situaciones consideradas evocan
algo en el interlocutor; y resulta, por tanto, particularmente ineficaz cuando se
trata de exponer cuestiones que chocan con los habitos intelectuales
establecidos” (Glaeser; 1978,211).

Hay profesores auténticamente impresionistas que procuran el asentimiento a
sus afirmaciones nada claras mediante técnicas de percusién sobre el tablero o
la mesa...

C) Profesor con metodologia mayedutica

Y llegamos al tercer tipo de profesor: el "animador” de la investigacion de los
alumnos. Aqui la clase se torna en sesion de investigacion matematica, y los
alumnos adquieren progresivamente la condicion de investigadores auténticos.
El profesor orienta el trabajo de matematizacion; no es que "deje hacer": "hace
hacer". Es la escuela activa en Matematicas. Una Metodologia: la Didactica. Un
objetivo metodologico: que los alumnos aprendan por si mismos con un minimo
de ayuda.

Varian los tipos de "profesor-animador”, como varian los grados de directividad
pedagdgica.

Desde el "Juan Palomo", profesor nervioso que carece de paciencia para
respetar el ritmo de los alumnos en el planteamiento y resolucion de
cuestiones, aminorando el valor formativo del esfuerzo en el ejercicio, en la
conjeturacion, expresion y comprobacion. Acaba por hacerlo él todo o casi
todo.

Hasta el "don Tancredo", que contempla impertérrito la desorientacion habitual
0 abandona a los alumnos en situaciones de bloqueo.

Una aproximacion a un modelo propugnado de actuacion del profesor sera
descrita en una seccion posterior.

Se persigue a ultranza la "comprension natural”. Segun el nivel formativo de los



alumnos y los objetos a conocer, se pretende llegar a la "comprension légica”.
Con el ejemplo del relojero de Saumells: hacer de los alumnos aprendices de
relojero mediante la fabricacion del reloj por ellos mismos, suscitando la
necesidad de un artilugio que mida el tiempo y haciendo las sugerencias y
correcciones minimas.

Parecerd exagerado, pero en Matematicas no lo es tanto. Es mucho mas
sencillo de lo que parece a primera vista. Las piezas las guardan, sin saberlo,
los alumnos en sus bolsillos; hay que buscarlas y encajarlas.

"Un problema de Matematicas se presenta como un "puzzle" del que se
hubieran extraviado algunas piezas: la regla del juego consiste no solamente
en volver a reunir los elementos del "puzzle", sino también en imaginar y
reconstruir las piezas que faltan; es el papel de las lineas de construccion que
se trazan para hacer aparecer la figura completa, asi como el de esos términos
auxiliares que se incorporan primero y se retiran después en una expresion
algebraica para suscitar combinaciones eficaces” (Glaeser; 1973, 28).

Didactica heuristica y Metodologia mayéutica. Pedagogia activa,
eminentemente activa. En la clase, el alumno manipula y observa
intencionalmente comportamientos fisicos; se pregunta cual es el problema que
suscita tal situacion y como formularlo; modifica esta formulacién, trasladandola
a dominios mas asequibles para él. Busca respuestas posibles, las ensaya y
compara con situaciones analogas que él mismo disefia. Expresa su
concepcion en todos los lenguajes y medios posibles. Formaliza por si mismo.
Intenta probar.

"Los problemas mas importantes de los que se ocupa el matematico no son
aquellos cuya respuesta es "verdadero” o "falso”, sino los problemas de
organizacion, la busqueda de definiciones formales que pueden ser buenas o
malas, mejores o peores" (Freudenthal; 1978, 170).

¢Por qué hacer otra cosa en clase? ¢Por qué no sustituir la presentacion
deductiva por la actividad conjetural?

Pedagogia radicalmente activa: no se escatima a la iniciativa y originalidad del
alumno ninguna de las fases del proceso de aprendizaje: observacion,

experimentacion, conjetura, prueba, formalizacion, generalizacion,
demostracion ldgica.

Polya es el gran maestro de la heuristica. En su misma linea han marchado en
Espafia Puig Adam, Pascual Ibarra, Aizpan, y marchan muchos otros;
esforzandose por extenderla a todos los dominios y niveles de la Matematica,
moldeando situaciones y posibles caminos acordes con los nuevos objetivos y
contenidos de la ensefianza con el nuevo enfoque disciplinar. En las
Disposiciones de la Reforma en curso, llega a enunciarse explicitamente.

Esta Optica del "profesor como organizador y director de la investigacion de los
alumnos", puede complementarse con otra actitud no menos beneficiosa: la del



"profesoralumno”. La actividad del profesor que espera aprender del
comportamiento investigador de sus alumnos.

La consecuencia no sera soélo un enriquecimiento personal: mejorara la calidad
de su direccién respecto del mismo grupo o grupos sucesivos. Despertara en él
inquietudes de perfeccionamiento o, incluso, de investigacion en Didéctica, o
en Matemaéticas... Y se habra asegurado la formacion continua del profesorado,
pesadilla de la Administracion. Y no habra rutina, porque hay ilusion renovada.

3.2. UNA DIDACTICA DE "COMUNICACION" Y
PARTICIPACION"

Obviamente, el término no me pertenece. "Pedagogia de comunicacion" y
"Pedagogia de participacion" se propusieron ya afios atras. Consisten en
resaltar sistematicamente, en la actividad educativa, esos dos grandes
fendmenos sociales que, puede decirse, conforman la mentalidad del hombre y
sociedad actuales.

Aunque en Filosofia "comunicar" es una consecuencia de "patrticipar”, tentado
estuve de reducir el titulo a Didactica de comunicacién, por considerarlo mas
acorde a las caracteristicas del acto educativo; si respeté el término
"participacion”, lo confieso, no fue por prejuicios propios de otros niveles de
pensamiento (de Platon y Santo Tomas, a Heidegger), sino por el intento de
subrayar el caracter activo que se persigue en la actitud del alumno,
ahuyentando asi el peligro de maridajes posibles con metodologias expositivas.

¢ Considero superada la Pedagogia llamada activa? No, por cierto.
Simplemente que aqui se trata de Didactica, estudio de la actividad educativa
desde el prisma del que tiene que aprender. Ademas, resaltar la Didactica en
un planteamiento pedagdgico, como aqui se estd pretendiendo, ya implica
necesariamente sumergirse en los ambitos de la Pedagogia activa.

Una Didéactica de comunicacion y participacién es un condicionamiento de la
actividad a desplegar por el alumno; condicionamiento basado en el intento
permanente de promover la comunicacion y la participacién entre todos los
alumnos, de cada alumno, como su propio nombre indica. Por tanto, Didactica
de comunicacién encauzada y accion estimulada.

Para los nifios y jovenes de hoy quién sabe si para los de siempre la
comunicacion es detonante de accion; y la comunicacion sostenida, de
actividad profundizadora. Y la participacion en los logros y en la propia
actividad del grupo afianza en el alumno el deseo de continuar y el optimismo
realista hacia sus propias posibilidades. ¢No seran la comunicacion y la
participacion los generadores esenciales de actividad pretendida en la escuela
activa?

Dejémonos de ensofaciones psicopedagogicas y pasemos a desvelar
someramente un posible esquema de comunicacidbn en una clase de
Matematicas.



A) Comunicacion alumno-realidad (realidad fisica).
B) Comunicaciéon alumno-alumno.
C) Comunicacion alumno-profesor y profesora-alumno.

D) Comunicacién alumno Matemética.

Figura 3. Esquema de comunicacion en el aula de Mateméticas

En la ensefianza de las Matematicas lo esencial, el objetivo ultimo, es llegar a
establecer el contacto directo del alumno con la realidad matematica: asimilar
los conceptos matematicos mediante su descubrimiento y engarce en el edificio
cientifico, y adquirir destrezas en el manejo de los u(tiles mateméticos y
técnicas de representacion mediante su empleo habitual.

A) Comunicacion alumno-realidad fisica

La comunicacion alumno-realidad fisica se entabla a partir de las llamadas
"situaciones de partida" o "situaciones de ensefianza-aprendizaje”, en sus
distintas variantes. Conforme a lo expuesto paginas atras, los conceptos
matematicos se elaborardn a partir de los esquemas empiricos fruto de la
actividad psicomotriz, lo que exige la presencia de un objeto sensible, aunque
sea bajo la forma de concreto imaginado o de representacion gréfica.

Dado que el éxito de la operacidbn de matematizacion dependera en gran
medida de la calidad de esta comunicacion (riqueza e intensidad de estimulos)
debe asegurarse un perfecto contacto para todos y cada uno de los alumnos.
En general, no es suficiente que un alumno realice la accibn o movimiento
fisico de manipulacién mientras los restantes observan.

Cada alumno, por simple reverberacion psicomotriz, va a reproducir
interiormente la accion. Pero un defecto de atencion, interés o percepcion
puede enturbiar el mensaje y, con él, el esquema empirico provocado y el




contenido matematico que comporta. SoOlo el contacto personal, la
comunicacion directa con la realidad fisica, la elaboracién personal de la
situacion de partida, exagerando garantiza una segura comunicacién con lo
fisico portador de lo matemaético.

La comunicacion alumno realidad fisica debe ser, pues:
. individualizada;
. provocada por el profesor en la medida que sea preciso;

. rapidamente creciente en el principio del proceso, hasta que esté
comprobada la firmeza del esquema director;

. decreciente a medida que progresa la comunicacion alumno matematica,
pero quiz& sin abandonar, de modo definitivo, dicha comunicacion.

"En general, el desarrollo de lo matematico comenzara en el terreno del
concreto. Mediante la abstraccion, arrojara lastre y se elevara a las altas capas
de la atmdsfera, donde la navegacién y la creacion son faciles. Tras este vuelo
viene la prueba crucial de aterrizar y alcanzar objetos especificos en las
llanuras de la "realidad" individual que acaban de ser observados. En dos
palabras: el vuelo a la generalidad abstracta ha de comenzar de lo concreto y
especifico y ha de volver de nuevo a ello" (Courant; 1974, 21).

La vuelta a lo fisico es la llamada "reificacion”, preferentemente "aplicativa”,
que reforzara los logros matematicos. Alguna vez, al menos, debe tomar la
forma de comunicacion directa con lo manipulable o motorice

B) Comunicacion alumno-alumno

La comunicacién alumno-alumno en el seno del grupo de clase es algo mas
que una estrategia didactica: un hecho natural, una necesidad econdémica vy,
ante todo, una necesidad psicoldgica imperiosa de cada alumno.

Hay un hecho natural e inevitable: ¢qué profesor no percibe en una leve
exclamacion de un alumno, en un cambio de postura, en un gesto, que algo se
estd comprendiendo o no? Tan bien como el profesor, lo percibe cualquier otro
alumno; se trata de signos espontaneos, involuntarios la mayoria de las veces,
y que casi hunca merecen respuesta externa...

Una necesidad econdmica; tiempo ha que se demostré que el trabajo en
equipo es mucho mas fructifero, eficaz y rentable que el individual repetido,
méaxime en tareas de investigacion, donde la intuicion o la inspiracién juegan
bazas importantes. Ademas posibilita la mutua correccion de los errores y
facilita al profesor la deteccion de los generalizados.

Y una necesidad psicologica: la de compartir los propios logros, buscar
ratificacion, desaprobacion o ayuda entre los iguales.



Razones todas ellas mas que suficientes no sélo para no reprimir, sino para
alentar y encauzar la comunicacion mutua entre los alumnos del grupo,
estructurarla y modular su intensidad y ritmo. Vendra condicionada por la
"organizaciéon de la actividad" en el aula. Su vehiculo ordinario sera la
expresion verbal, reforzada por la expresion escrita en el tablero, en el propio
cuaderno o en el de compafieros proximos, las acciones manipulativas sobre el
material, comportamientos corporales, etc.

Su intensidad podra comenzar siendo minima, creciendo bruscamente a
propoésito del intercambio de experiencias sensibles derivadas de la
manipulacion sobre la situacién de partida, mantenida a lo largo del proceso de
matematizacion, y cediendo, facilmente, a medida que se incrementa la
comunicaciéon personal alumno-Matematica.

C) Comunicacién alumno-profesor y profesor-alumno

La comunicacion entre profesor y alumnos el grupo y cada alumno toma en el
contexto de este esquema un caracter bien diferente del tradicional. Aunque se
detalla en seccion posterior, describamosla ahora en sus rasgos esenciales.

En el sentido profesor alumno, mas que transmisora de contenidos
conocimientos, técnicas, lo es de impulsos en la direcciébn de la marcha del
proceso de matematizacion, de estimulos para la modulacién de los otros
ordenes de comunicacion. Con ello o por ello, se refuerza en el alumno la
conviccion, aunque no se explicite, de que "lo que se estd haciendo” es
intencionado y util, o de todo lo contrario.

En el sentido alumno profesor debe procurarse que sea abierta, a la par que
minima, para no desviar su atencion la del alumno del propio quehacer y
favorecer asi el progreso en autonomia de aprendizaje. Aunque por lo general
encerrara una pregunta una demanda de auxilio, una ayuda, debera tenderse
ensefiarlo, aprenderlo a que reclame tan solo aclaracién, aliento o
confirmacion.

En ambos, su intensidad seria maxima en los inicios del proceso y variaria
segun las necesidades de estimulacién u orientacion, tanto cara al conjunto de
todos los alumnos como de uno en particular.

Se quiera o no, la actuacién del profesor va a incidir mas en la calidad que en
la intensidad de los distintos 6rdenes de comunicacion. Una adecuada
actuacion intencional puede evitar el peligro de confusion procurando que cada
mensaje sea nitido en sus signos, completo en su informacién y relacionada
ésta estrechamente con el objeto matematico a conquistar.

Glaeser hace una interesante observacion para la modulacion de los aspectos
formales:

"Se trata pues de perfeccionar una Pedagogia dinamica que siga ocupandose
del contenido cientifico del mensaje que se transmite, pero que se preocupe
también de la recepcion de dicho mensaje. Esta Pedagogia deberia adaptarse



a las aptitudes de los individuos a los que va dirigido.

"Inspirdndose en lo que se hace en musica, deberia introducir paralelamente a
la exposicion (correctamente), escrita la nocion de matiz. Un trozo banal debe
interpretarse planisimo y prestisimo, pero al llegar al argumento decisivo, el
punto fundamental del razonamiento debe ser precedido de un crescendo, al
qgue seguiran el “fortissimo" y el "lento” final" (Glaeser; 1978, 216).

En resumen, es el profesor a quien corresponde emular permanente e
intencionalmente la comunicacion individual alumno matematica, a ella debe ir
dirigida su actuacion. Debera pautar la comunicacion alumno realidad fisica y
alumno alumno, y estara regulada a su vez por los comportamientos de los
alumnos, individualmente y como grupo.

D) Comunicacion alumno-matematica

La comunicacion alumno matematica, en el contexto de esta concepcion no es
pasiva. Es una actividad dindmica, intencional, creciente, de conquista:
participativa.

Esta comunicacion es, sin duda, la mas dificil de entablar por el caracter
abstracto de los significados y el notable grado de convencionalismo de los
lenguajes apropiados. Precisamente para dulcificar estas dificultades, y asi
mantener alerta la receptividad del alumno, se intensifican los ordenes de
comunicaciéon alumno realidad fisica y alumno-alumno. Y por su caracter de fin,
esta comunicacion alumno matematica sera la que informe y condicione en
todo momento los otros oOrdenes, incluso y por supuesto, la comunicacion
alumno profesor.

Al principio, la comunicacion alumno matematica sera para éste débil e
inconsciente; pero fuertemente consciente y condicionante al término del
proceso, capaz de instrumentalizar los otros 6rdenes de comunicacion los ha
venido instrumentalizando, por influjo de la actuacion del profesor.

Es de esperar, pues, que sean de conciencia e intensidad crecientes en el
alumno, acabando por manifestarse a través de algunas de las formas de
lenguaje. Sera asi detectada y controlada por el profesor, para lo cual debera
permanecer alerta, discreta pero eficazmente.

Las curvas de intensidad que se han sefialado para los distintos érdenes
corresponden mas a cada proceso singular de matematizaciéon acceso a un
concepto determinado o adquisicion de una técnica operatoria que a cada
sesion de clase. Si bien lo ideal es que coincidan en el tiempo.



Figura 4. Curvas de intensidad de las diferentes corrientes de comunicacion

Por ultimo, una advertencia. Que nadie se llame a engafio: no faltaran las
distorsiones, interferencias, parasitos y demas accidentes propios de la
comunicacién, los puntos muertos, las usurpaciones y pertinacias que
entorpecen la participacion de todos y de cada uno, las digresiones indtiles o
perturbadoras, las salidas de tono...

Mas lo importante no es la armonia, el equilibrio y la perfecta sincronia
deseables: no se pretende interpretar una bella "sinfonia clasica”, sino una
"marcha" estimulante; aunque deje que desear desde el punto de vista formal,
que impulse, paso a paso, a los alumnos hasta que todos conquisten los
objetivos matematicos previstos; merecera entonces el calificativo de "triunfal”.

De todo lo expuesto se deriva una conclusion inmediata: si la comunicacion es
base y modo de esta concepcion didactica, los lenguajes, vehiculo de la
comunicacién, merecen atencién preferente.

Asi es, pero el lenguaje en todas sus variedades: tanto el natural, oral y escrito,
como el gréfico representativo, el simbdlico-matematico o formal y hasta el de
los comportamientos fisicos del material manipulado y de los gestos y actitudes
corporales. A ellas dedico todo un capitulo en este trabajo.

¢,Que no he hablado de participacion? Yo diria que no he dejado de hablar de
ello en ningln momento. En alguna parte escribia que todo estimulo a la
comunicacion era estimulo a la participacion; la comunicacibn misma era un
estimulo a la participacion.

Participacion intencional y activa en el proceso de matematizacion, en el
descubrimiento de los objetos matematicos. Serd el alumno quien los
"manipule"”, abstraiga, represente y combine. Haremos de él se hara a si mismo
un pequefio aprendiz de matematico realista. Para ello sera preciso guiarle
hasta hacer conscientes en él, por el uso habitual, los métodos matematicos.



3.3. LA DIDACTICA Y LOS METODOS MATEMATICOS

Vamos a desmitificar. De acuerdo con Polya, el matematico no es un ser
extrafio que utiliza en su ciencia extrafios métodos. Acaba pareciéndolo
merced a los extrafios objetos que dice manejar. Y lo extraio no son ni los
objetos ni los métodos, y mucho menos los matematicos, es la fria y sofisticada
presentacion la que causa extrafieza a la gente corriente y a la otra.

En Mateméticas los conceptos y técnicas operatorias, o surgen naturalmente
de la propia experiencia, o guardan un cierto sabor a artificioso para cualquiera
y especialmente para el alumno. La Matematica se nos asemeja en este Ultimo
caso a un juego malabar, prestidigitacion, magia. Pero no "blanca": negra, muy
negra, funesta; fuente de fracasos y frustraciones.

Acudamos a Polya, maestro del método en Matematica, para esclarecer
algunos términos y su validez didactica.

A) Procesos conjeturales

"Nosotros aprendemos de la experiencia, o, mejor dicho, deberiamos aprender
de ella. Hacer el mejor uso posible de la experiencia es una de las grandes
empresas humanas y trabajar por ella es la vocacion de los cientificos. (...) El
procedimiento del cientifico para tratar con la experiencia se suele llamar
induccion” (Polya; 1966, 2526).

. Induccion es el acto de inferir una ley general de ejemplos particulares o
una produccion de hechos para demostrar un juicio general.

. Experimento es un procedimiento para comprobar hipotesis.

. Observacion es una correcta apreciacion y anotacion de fendémenos tal
como ocurren en la Naturaleza respecto a la causa y al efecto o a sus
relaciones mutuas.

"Un juicio general y conjetural adquiere mas crédito si es verificado en un
nuevo caso particular” (cfr.Polya; 1966).

Por ley o juicio hay que entender no solo la conveniencia o separacion de
conceptos, sino también la conveniencia o separacion de notas a un concepto
en la elaboracion de una definicion.

La induccion, correctamente aplicada, tiene dos consecuencias principales.
Una, de orden psicoldgico: la progresiva adecuacion de la inteligencia a la
realidad. Otra, el producto matematico, la conjetura.

Una observacion de Polya que encantaria a Piaget, Santo Tomas y Aristoteles
y que pondria frenéticos a Descartes, Kant y todos los inmanentistas:

"La induccion termina por adaptar nuestra mente a los hechos. Cuando
comparamos nuestras ideas con observaciones puede haber acuerdo o



desacuerdo; si hay acuerdo, sentimos mas confianza en nuestras ideas; si hay
desacuerdo, las modificamos (...) Nuestras primeras ideas sobre cualquier
tema nuevo estan muy cerca de ser erréneas, al menos en parte. El proceso
inductivo nos da una oportunidad para corregirlas, adaptandolas a la realidad"
(op. cit, 89).

El primer producto matematico de la induccidon es la conjetura. Pero una
conjetura no surge de la simple observacién espontdnea, intencional o
sistemética. Una conjetura es una primera respuesta a una pregunta, a un
problema. Sin problema no hay conjetura. Una conjetura es un proyecto de
solucion.

El matematico se pone los problemas a si mismo. A veces los problemas han
sido problemas ya para otros; como problemas los han descubierto otros. Esto
es lo que ocurre habitualmente en la clase; los problemas los pone o0 empieza
por plantearlos el profesor, quien debe intentar trasmitir su "inquietud" a los
alumnos. Pero hay que ensefar a los alumnos a "ponerse problemas”, a ser
curiosos, a que pregunten a la realidad, a que tengan espiritu cientifico en este
caso, espiritu matematico.

"El problema mas duro para un joven matematico es encontrar un problema: la
cuestion exacta, bien formulada, representa mas de la mitad de la batalla y, a
menudo, la Unica parte que requiere inspiracion” (Halmos; 1974, 9).

Respecto a la induccidn, conviene indicar que la conjetura no exige
necesariamente la consideracion de una pluralidad de objetos, situaciones o
casos.

Una conjetura puede formularse tras la observacion cuidadosa de una sola
situacion. Conjetura que ira modificandose, perfeccionandose, generando otras
mas correctas y adecuadas a medida que se analicen casos o situaciones
analogas y diferentes; hasta desembocar en una formulacion de aquélla
accesible a las posibilidades de la I6gica matematica.

La Matematica, en su proceso de descubrimiento, puede muy bien asemejarse
a una ciencia experimental.

"El matematico, como el naturalista, al comprobar alguna secuencia de una ley
conjetural por medio de una nueva observacion dirige una pregunta a la
Naturaleza: sospecho que esta ley es cierta: ¢es cierta? Si la consecuencia
queda claramente rechazada, la ley no puede ser cierta. Si, por el contrario, la
consecuencia es claramente verificada hay indicio de que la ley puede ser
cierta. La Naturaleza puede contestar si 0 no; pero solo susurra una
contestacion mientras aniquila la otra: su Si es provisional, su No es definitivo"
(Polya; 1966, 3334).

La induccion no agota, ni mucho menos, el repertorio de métodos de invencion
matematica o de generacidbn de conceptos mateméaticos. Pues, si bien la
induccion es imprescindible en un primer escalon, "no hay, probablemente,
ningun descubrimiento ni en Matematica avanzada o elemental, ni en cualquier



otro tema, que pueda hacerse sin generalizacion, y analogia; sobre todo sin
analogia" (op. cit, 43). Para comprobarlo bastaria tomar un libro de texto, una
tesis doctoral de hoy, o de hace cien afios, o0 una memoria de investigacion de
cualquier época que presente la génesis del trabajo.

"Generalizacion es el paso de la consideracion de una serie determinada de
objetos a la de una serie mayor que contiene a la primera. (...) A menudo
generalizamos al pasar de un objeto a una serie total de objetos que contiene
al primero" (Polya, 1966, 3738).

Generalizar es ampliar el dominio de validez de una proposicion o determinar el
dominio de una definicion. Es util para adquirir destrezas operatorias logicas,
algebraicas, etc.

"Pero también sucede a menudo que el problema general es mas facil que el
particular cuando atacamos éste directamente” (Polya, 1966)

Sin embargo, puede llegar a ser mania peligrosa.

"Especializacion es pasar de la consideracion de una serie determinada de
objetos a la de una serie mas pequefia contenida en la primera. (...) Con mucha
frecuencia especializamos al pasar de una serie total de objetos a un objeto
comprendido en ella" (Polya, 1966, 38).

Son los corolarios de los teoremas, los casos particulares y los ejemplos.. Son
Utiles para clarificar y afianzar los conceptos y técnicas adquiridos. Despiertan
el interés, pero raras veces abren horizontes de novedad. También pueden
llegar a ser mania.

"Analogia es una especie de semejanza. Es, diriamos, semejanza sobre un
nivel definido y conceptual. (...) Objetos semejantes son aquellos que
concuerdan entre si en algun aspecto. (...) La diferencia esencial entre la
analogia y otras clases de semejanza yace en las intenciones del pensador.
(...) Dos sistemas son anélogos si concuerdan en relaciones claramente
definidas de sus partes respectivas. (...) Uno de los significados de la palabra
griega de la que procede la espafola analogia es el de proporcién”" (Polya,
1966).

Ha dado lugar a no pocos isomorfismos. Es lastima que no sea mania.

Diria, que en Mateméatica muchos llaman intuicion al arte de usar la analogia.

(..)

"Y yo estimo las analogias mas que nada. Son mis guias mas dignas de
confianza. Ellas conocen todos los secretos de la Naturaleza y debieran ser
menos descuidadas en Geometria" (Keppler).

"Separar un problema analogo mas facil, resolverlo, rehacer su solucién de
modo que sirva de modelo; vy, por fin, alcanzar la solucion del problema inicial
siguiendo el modelo creado, es un método que puede parecer un rodeo a los



no iniciados, pero frecuentemente utilizado en la investigacion cientifica, tanto
matematica como no matematica" (Polya; 1966, 79).

(Que se lo pregunten a la Técnica y, en especial, a la Electrotecnia).

Es, al mismo tiempo, una descripcién de la técnica de utilizacion de la analogia
de proporcién en la resolucion de problemas.

¢, Cabe seguridad, certeza, en nuestras propias ideas? ¢ O debemos desconfiar,
dudar, permanentemente de ellas?

"Por supuesto que no confiaremos demasiado en ninguna intuicién, ya sean
asunciones heuristicas usuales, ya sean nuestras propias conjeturas: creer sin
pruebas que nuestra intuicion es verdadera seria una locura. Sin embargo,
trabajar con la esperanza de que nuestra intuicion pueda ser cierta no deja de
ser razonable: el optimismo precavido es la actitud razonable" (Polya, 1966,
89).

Que ya vendra la légica demostrativa a ratificar o rectificar nuestros juicios y
conferir marchamo cientifico a nuestro trabajo.

B) Procesos demostrativos

Induccion. Generalizacion. Especializacion, analogia. Pero la validez de una
conjetura exige la Légica demostrativa, como se advertia mas arriba.

Me limitaré a considerar exclusivamente la deduccién, ya que métodos
demostrativos, como la induccién completa o transfinita, se reducen a ellas a fin
de cuentas, asi como la reduccién al absurdo, arboles légicos, tablas de
verdad. .. y formas m&s o menos sofisticadas de la l6gica demostrativa
utilizadas en Matematicas.

Las consecuencias y relaciones logicas se observan y estudian primero en
casos particulares. La proposicidon se genera como es natural, inductivamente.
Pero hay que probarla; tenemos que convencernos de que no se trata de un
espejismo fruto de la inadvertencia, que no esta ligada a los casos particulares
elegidos.

Hay que comprobar que la estabilidad de dichas consecuencias o relaciones se
debe tan soOlo a ciertas condiciones presentes en los objetos estudiados;
condiciones que tenemos que aislar. Hay que encontrar el nexo de necesidad
entre ellas hipotesis y las consecuencias observadas tesis. Hay que deducir
éstas de aquéllas. Universalidad y necesidad.

¢, Como se logra esta deduccion? ¢ Por simple combinatoria, al azar? ¢ Viendo si
el concepto-consecuencia, variando su postura o configuracién, puede
encajarse en el concepto condicion? Pues que lo hagan entonces las
maquinas, tan rapidas y tan seguras hoy. Y la programaciéon de ordenadores
sustituird a la Légica demostrativa...



Esto si que era un espejismo. Algunas veces sin embargo, ocurre. Me hablaron
del caso de un abogado, creo que aleman, quien competia con los mejores
especialistas mundiales en Topologia Geométrica sin mas esfuerzo que
suministrar datos a un ordenador. Pero los conceptos no eran suyos. Por eso
decia que la Légica era un mero instrumento en Matematica.

Aunque de discutido interés en Didactica de la matematica y aun en la
Matematica misma, es recomendable que a través de la Matematica los
alumnos comprendan por si mismos cOmo se ponen en contacto l6gicamente
dos conceptos demostracion o cdmo se separan contraejemplo. Y que
construyan por sus propios medios el itinerario de la prueba o del
contraejemplo. Ademas, no es tan dificil:

“"La cuidadosa observacion de casos particulares que conducen a un resultado
matematico general puede también sugerir su prueba” (Polya, 1966, 84).
La deducciéon como fruto de la induccion.

"Parece razonable y natural que la fase inductiva preceda a la fase
demostrativa: primero intuir, luego probar. (...) Utilidad de la fase inductiva para
la fase demostrativa: 1° Examinando casos concretos y particulares del
teorema llegamos a comprenderlo, a darnos cuenta de su significado; nos
satisfizo la esencialidad de su hipdtesis y la sagacidad de su solucién. 2°
Habiendo verificado el teorema en varios casos particulares sacamos una
fuerte evidencia inductiva de ellos; la fase inductiva super6é nuestra sospecha
inicial y nos dio mucha confianza en el teorema; sin tal confianza no
hubiéramos tenido animo para emprender la prueba, que no hubiera parecido,
ni mucho menos, un trabajo rutinario. "Cuando Vd. se haya convencido a si
mismo de que el teorema es cierto, debe empezar a demostrarlo” (El profesor
tradicional de Matemaéticas tenia razén)" (Polya, 1966, 124).

Algunos ejemplos de la fase inductiva nos llevan a introducir cada concepto en
la formulacién conveniente a la demostracion; esto puede ser crucial en
muchos casos"” (Polya, 1966).

Un caso particular puede demoler una conjetura, servir de contraejemplo, o
darnos la medida de la esencialidad de la hipétesis, limitar el dominio de
validez de la proposicion, o el alcance de la conclusion los limites de la tesis,
etc.

Atencion a la tercera observacion de Polya. Pues si las dos primeras son de
indole psicolégica comprension, confianza y animo, la Ultima supone una
modificacién, consciente o semiconsciente, de la representacion de los
conceptos intervinientes y, con ellas, de los lenguajes que las expresan. Es una
tarea de "traduccion" previa que facilitard enormemente el establecimiento del
nexo logico, el esfuerzo intelectual que supone la deduccién. Es como localizar
un punto en el curso del rio donde las riberas se hallan a igual nivel: los
términos en que se expresan las notas de la hipotesis son los mismos que para
la tesis; solo faltar4 establecer la relacién entre unos y otros, directamente o
mediante términos o propiedades peculiares conocidas.



Los alumnos tienen ante si una afirmacion matematica, un teorema,
suministrado por la experiencia ajena menos bueno o fruto de la propia, como
conjetura mejor. En el segundo caso ya se tiene andada la mitad del camino;
en el primero, habria que comenzar por la observacion de su veracidad en
casos particulares. Un caso puede dinamitar el teorema: no era cierto nos
engafidbamos o nos han querido engafar; contraejemplo.

Los casos particulares se expresaran en lenguaje de comportamientos fisicos
(grafico, natural o simbdlico) y en los "dialectos" que mejor convengan a cada
caso para resaltar la validez o no del teorema. Los términos de tales "dialectos"
irAn apareciendo en todos ellos. Es la pista: ¢Bastaran estos términos para
poner de manifiesto la afirmacion?.... Es el momento de formalizar la
demostracion, si el nivel de ensefianza lo hace aconsejable.

Se ha aprendido a deducir "experimentalmente” y la deduccion ha aparecido
como método matematico.

Tras la induccién y deduccion, la axiomatizacion obsesiva para mas de tres se
presenta como combinacién de aquellas. La induccién nos descubre ciertas
propiedades muy simples. La deduccion las muestra como "independientes".
Proceso este que se repite hasta conseguir un nucleo minimo de propiedades
evidentes e independientes entre si: son los axiomas o postulados. La tarea
ahora consiste en encontrar nuevos modelos que los comprendan.

"En la Pedagogia Tradicional se actla exactamente en sentido inverso. Se
introduce un sistema formal mediante unos simbolos. Puesto que el nifio no
esta en condiciones de asimilar dicho sistema, se utilizan medios audiovisuales
para que los comprenda; es decir, que a partir de la etapa del simbolismo se
pasa a la de la representacion. Después, al comprobar que no esta en
condiciones de aplicar dichos conceptos, incluso con la ayuda de los medios
audiovisuales, se le ensefian las aplicaciones en la realidad. Se llega, pues,
finalmente, a la realidad de la cual se tenia que haber partido" (Z. Dienes; 1973,
99).

No he hablado para nada en esta seccion ni de la abstraccion ni de la
formalizacién, métodos matematicos por excelencia. Indispensables para el
aislamiento de lo matematico la primera, y para el progreso en la Matematica
como ciencia y su aplicacién, la segunda.

La abstraccion en Matematicas, como proceso psicolégico, fue tratada en la
seccion segunda del capitulo dos. La formalizacién, como plasmacion material
de este proceso, sera objeto de un préximo capitulo.

Si bien, entiendo que son algo distinto de lo que hasta aqui vengo
considerando como métodos matematicos. Son, en conjunto, la puerta de
acceso al trabajo matematico. La abstraccion y la formalizacion no son
exclusivas de la Matemética, como tampoco son exclusivos de ella los métodos
que se han analizado; pero sus caracteristicas diferenciales el grado de
abstraccion y el correspondiente fuerte grado de convencionalismo en su
expresion formal dltima las tornan exclusivas de la Matemética, al menos en



estos aspectos, no sabiendo decir si de ella reciben el nombre o a ella se lo
dan: matematizacion.

Abstraer mateméaticamente o expresar matematicamente son cosas bien
distintas de la simple abstraccion o de la expresién de conceptos abstractos, en
la vida corriente o en cualquier ciencia, aunque mantengan una relacion
analdgica.

Matematizar vendria a ser algo asi como una actitud, una mentalidad, natural e
intransferible, aunque susceptible de ser despertada y desarrollada; objeto, por
tanto, de educacion. El "como"” es el fin de la Didactica de la Matematica y la
razén de la Mateméatica misma en el curriculo académico.

3.4. ALGO SOBRE EL AUTOR

El lector habrd podido apreciar que buena parte de lo expuesto hasta aqui se
debe a plumas ajenas. Seria dificil dar razén del hilo conductor que engarza
tanta cita; quiza una permanente preocupacion por la coherencia personal que
me condujo, de la mano de una tendencia natural a la reflexion, en busca de
los principios.

Intenté una fundamentacion satisfactoria de las ideas, que, dia a dia, se iban
forjando en mi, fruto en ocasiones de vivencias intimas dificilmente
expresables. Convicciones sin duda mas profundas que las estrictamente
necesarias para fundamentar teéricamente un modo de ensefiar o de hacer
aprender la Matematica, y que fueron paulatinamente encontrandose
respaldadas por concepciones y opiniones de autores de sobrado prestigio.

En lo sucesivo no ocurrird asi. Las convicciones permanecen, la coherencia
seguira preocupando; pero apenas habra referencias de autoridad. Lo ultimo,
entre otras razones, por carecerse de ellas, y no precisamente por no haberlas
buscado.

La ensefianza de la Matematica a los ciegos ha generado escasisima literatura,
y cuando algo se escribié se describian tan sélo técnicas muy concretas,
comunicaciones de experiencias personales o indicaciones sobre material
pedagodgico adaptado al uso por ciegos. No niego que existan exposiciones
sistematicas y globales, pero tal vez la escasa difusion impidié que llegaran a
mis manos o a las de las fuentes consultadas.

Tampoco podré respaldar mis afirmaciones con resultados de una experiencia
sistematica, ni ajena, inédita, ni personal. Ignorante de que se haya llevado a
cabo tal experimentacion, escéptico de la validez de las conclusiones posibles
por la extremada dificultad en aislar variables y reunir colectivos significativos y,
todo hay que decirlo, por falta de tiempo y paciencia.

Creo, sin embargo, que seria bueno saber algo del "campanero”, en la
esperanza de dar alguna clave de los "tafiidos" que "repicaran” en las proximas
paginas. No queda, pues, otro remedio, que "contar mi vida" en lo que se
refiere a la ensefianza, la Matematica y los ciegos, claro estad. Experiencias



personales conscientes bajo el prisma de la formacion recibida, entendiendo
que la experiencia es algo mas que el suceso o la sarta de sucesos: haber
reflexionado mucho sobre lo que se ha vivido, ya que la formacion reconduce
continuamente mis actuaciones.

¢Mi formaciébn matemética? La de cualquier licenciado en Ciencias
Matematicas de los primeros afios setenta, en un principio. Toma de contacto
con la Matematica Conjuntista en la Universidad; y empacho formal continuado
durante aquellos primeros momentos.

No obstante, no puedo olvidar de esta época a los profesores Avellanas,
Botella y Montesinos, a quienes debo la pérdida del miedo a intentar demostrar
teoremas por mi mismo y a interpretar geométricamente todo tipo de
resultados: "a visualizar". El rigor, la sisteméatica y el alejamiento de la realidad
me lo ensefiaron casi todos.

"Después..., ya no he vuelto a echar el ancla.”

Mantenerse en nuestros dias al corriente de la evolucion de la Mateméatica no
debe ser facil. Confio en tener algun indicio merced a la osmosis por amistad
con mis antiguos comparfieros de Facultad y con ella las frecuentes
conversaciones sobre temas matematicos objeto de su trabajo investigador
actual. Forzado al mismo tiempo por la necesidad de fundamentar
matematicamente los programas que imparto en la Escuela de Formacion del
Profesorado de Educacién General Basica’; y forzado, de cuando en vez, por
algun escarceo de investigacion personal.

Profesor de Ensefianza Primaria que se llamaba entonces aproximadamente
desde mi ingreso en la Universidad, profesion que ejercia ya a los dieciocho
afios. Mi primer encuentro con la Didactica de la Matemética no tendria lugar
de forma efectiva sino tras finalizar los estudios de Licenciatura, impartiendo ya
la docencia en la Ensefianza Media, cuando, en busca del preceptivo
Certificado de Aptitud Pedagdgica, seguia un curso en el Instituto de Ciencias
de la Educacion de la Universidad Complutense de Madrid.

Un hito. Un giro de ciento ochenta grados en lo que era mi concepcién de la
ensefianza de la matematica. Al Profesor Pascual Ibarra tengo que agradecer
el haber sido para mi un auténtico maestro. Muchas de las paginas de este
trabajo debiera firmarlas él. Unas pocas horas bastaron para marcarme una
direccion y una inquietud.

Aprendi entonces por primera vez cosas tan sencillas como que "Las
Matematicas no se ensefian, se aprenden”. Que "existe una gradacion en el
proceso de matematizacion". Que "en Mateméaticas no hay problemas dificiles:
lo dificil esta en encontrar problemas analogos mas sencillos”. Que "las clases
de Matematicas tienen que hacerlas los alumnos". Que "el ensayo, el tanteo, la
induccién son imprescindibles en Matematicas". Que se pueden impartir clases
de Matematicas apasionadamente, contagiando asi el entusiasmo a los
alumnos por lo que estan haciendo.



'Estos parrafos, correspondientes a la 1% edicién, hacen referencia al momento en que fueron
escritos: cuando el autor impartia clases en el mencionado Centro (1976-83).

No quisiera atribuirle frases que no pronunciara, pero lo cierto es que siempre
que leo o pienso cosas semejantes le recuerdo con agrado y reconocimiento.

Descubri también entonces la mayoria de los autores que han sido citados v,
con ellos, a Puig Adam, Polya, Gattegno, Emma Castelnuovo, Papy, Révuz... Y
el mas importante de todos: el grupo de alumnos que iba a tener delante cada
dia. Habia nacido en mi la inquietud que espero no me abandone nunca por
aprender de mis propios alumnos, de su forma de hacer Matematica; y
perfeccionar asi una Did4ctica de la Matemética viva y espontanea.

Con uno de aquellos autores, el Pr. Papy, tuve la oportunidad de trabajar por
espacio de un afo, conociendo en profundidad sus aportaciones y las lineas
maestras de su pensamiento, asi como los de su esposa Mme. Papy, mas
conocida como Frédérique. De ellos aprenderia las relaciones entre
matematizacion y lenguaje, especialmente lenguaje gréfico; la posibilidad de
presentar con moderna vestimenta los temas de Matematica Clasica; e
innumerables situaciones de aprendizaje matematico.

Esta estancia en Bélgica cuna de la Didactica de la Matematica me permitié
tomar contacto con interesantes experiencias en este terreno, consolidadas
unas, balbuceantes otras. Corria el curso 1973-74.

La pérdida de vision fue gradual. Se puede decir que mi formacién como ciego
comenzé a los doce afios. Si bien por espacio de dos afios mi visién
decreciente no me permitia realizar los trabajos ordinarios de un escolar normal
en el centro al que asistia, no me inicié en el manejo efectivo del instrumental
Braille y materiales adaptados hasta mi ingreso en el Colegio de Ciegos de
Madrid.

Estudié como vidente hasta los diez afios y como ciego a partir de los doce.
Los dos intermedios fueron afios en los que aprendi sin medios especificos, a
no ser las lecciones leidas por mis comparieros o familiares. Pero hubo algo en
comun: aprendi lo que me contaban los profesores o los libros. Ya dije antes
que tan solo un reducido grupo de profesores en la Facultad me forzarian a la
aportacion personal.

Dos observaciones importantes.

Una, la edad en la que perdi la vista de forma definitiva: doce afios. Para
entonces creo que habia acumulado bastantes imagenes visuales me freno en
la afirmacion en consideracion a Pierre Villey, como para construir en el futuro
representaciones fiables y variadas de espacio y extension, figuras,
proporciones y perspectiva inclusive. Disponia ya de elementos mas que
precisos para las configuraciones en el espacio interior, y aunque no muy habil,
al menos era capaz de plasmar grafica, plastica o dinamicamente mis
representaciones imaginativas. Es mas, me sentia impulsado a hacerlo,
aungue nunca me lo reclamaron.



Y otra, perteneciente ya al periodo de mis estudios universitarios, derivada de
la frecuente carencia de material de estudio en Braille o grabado, obligAndome
a estudiar con los comparfieros. Curiosamente, en las clases obtenia mas
informacion que ellos mismos, preocupados en tomar apuntes, y mas
habituado yo a la comunicacion verbal. Por otra parte, la manipulacién y la
representacion grafico geométrica estaban ausentes, imperando la expresion
simbdlica y el razonamiento l6gico-algebraico.

Pero a la hora de estudiar, las dificultades eran analogas, salvo en aquellos
momentos en que un diagrama, grafica o funcién, esquema o tabla eran el
soporte fundamental del razonamiento. Lamentaba entonces la carencia de
instrumental para la representacion tactil, suplido con la paciencia del
compafero en cuestion y mi memoria representativa.

Me convencia progresivamente de que a la hora de aprender Matematica la
Unica diferencia entre un ciego y un vidente estriba en los utiles disponibles,
especialmente de representacion grafica, y la incidencia en el ritmo proveniente
de la lentitud en la percepcion haptica.

Queda dicho mas arriba que el texto del que mas aprendi Did4ctica y aun
métodos matematicos lo elaboraron clase a clase mis propios alumnos. Autores
bien dispares. Sus edades han oscilado entre los diez y los cincuenta y tantos
afos. Ambos sexos. Videntes, ciegos y deficientes visuales en grado diverso.
Procedentes de los mas variados ambientes culturales y sociales.

Los ciegos y deficientes visuales, de forma interrumpida desde 1967. Cinco
aflos como profesor de Ensefianza Primaria, la Fisica y las Ciencias Naturales
después nueve afios como profesor de Bachillerato y, siempre, las
Matematicas.

Los videntes, desde tiempo atras. Pequefias experiencias con grupos
reducidos o individualmente en los niveles de Enseflanza Media y
universitarios; de 1976 a 1983, como profesor de Matematicas, faltaria mas, en
la Escuela Universitaria de Formacion del Profesorado de Educacion General
Béasica "Maria Diaz Jiménez" de la Universidad Complutense de Madrid.

Las dimensiones de los grupos han variado de tres a veintidés alumnos para
los ciegos y de uno a ciento veinte para los videntes...

Este itinerario profesional, lejos de calificarme todavia como profesor
experimentado, si me ha hecho consciente de la influencia que el "curriculo”
académico histéricopersonal tiene en la actitud que el alumno adopta en la
clase de Matematicas. Actitud que procede mas de las situaciones
pedagdgicas por las que ha pasado, de como ha participado en el tratamiento
de los temas matematicos, que de la solidez de sus conocimientos.

Tanto la dependencia del profesor como la actividad son distintas en el alumno
ciego y en el vidente. También la inactividad, la pereza: es mayor la pereza
intelectual en el vidente que en el ciego; y, reciprocamente, es mayor la pereza
del ciego ante la manipulacion. Y las formas de dispersién también son



distintas. jY hasta el tedio y aburrimiento se manifiestan de formas diferentes!
El ciego tiende a dormirse, el vidente a hacer crucigramas, leer otra cosa,
incordiar al vecino...

No quisiera terminar estas lineas sin hacer una referencia a mi estancia en la
mencionada Escuela de Formacion del Profesorado "Maria Diaz Jiménez" de la
Universidad Complutense de Madrid.

Aflos de contacto personal con el Profesor Aizpun, a quien tengo que
agradecer algo mas que la confianza que un dia deposit6 en mi al
encomendarme una tarea docente en el centro de su direccion: las facilidades y
el aliento continuados. Y su permanente ejemplo y orientaciones pedagdgicas.

A él van referidos los planteamientos de la clase como sesion de investigacion
dirigida, el afan por la manipulacion de lo concreto, la formalizacion en
diagramas de conceptos fundamentales y de sus procesos de obtencién vy
verificacion. Técnicas didacticas reflejadas unas en este trabajo, presentes
otras en mi mente al escribir muchos pasajes. Y sugerencias de investigacion y
de innovacion de los programas...

Afos en los que me he visto gustosamente forzado a transmitir a mis alumnos,
futuros profesores, los escasos conocimientos didacticos que poseia. Sin ese
esfuerzo previo, tampoco me hubiera sentido en condiciones para escribir estas
paginas.

Volver al indice / Inicio del Capitulo



CAPITULO 4

PREPARANDO LA SALIDA

Llega el momento de describir los dispositivos favorecedores de una Didactica
de comunicacion y participaciéon. Como Didéactica de investigacion dirigida,
dichos dispositivos seran los mismos que en un proyecto ordinario de
investigacion:

. Un equipo de investigadores: grupo de alumnos; generalmente con un
director o jefe del proyecto, el profesor.

. Una estructuracion del equipo y el consiguiente plan de trabajo:
organizacién de la actividad en el aula.

. Un problema a resolver, objeto del proyecto, contemplado en una o varias
situaciones de hecho: situacion inicial de ensefianza-aprendizaje o situacion de
partida.

. Generalmente también se dispone de una documentacion compendiadora
de los resultados a utilizar en el transcurso de la investigacién y sugeridora de
lineas de actuacién: producto de procesos de formalizacion anteriores e historia
y experiencia personales.

En la clase, las conclusiones del proyecto estan previstas de antemano por el
profesor. Por este motivo, alteraré el orden en el andlisis de las caracteristicas
deseables para cada uno de estos dispositivos, acoplando el orden temporal de
prevision por el director de la investigacion, tal como irdn presentandose en la
preparacion de la sesién o sesiones de clase:

a) situaciones de partida,

b) organizacion de la actividad en el aula,

Cc) proceso previsible de formalizacion y

d) actuacion del profesor.

Procurando desde ahora enfocar todo hacia el objeto propio de este trabajo: los

condicionantes de los procesos de ensefanza-aprendizaje de alumnos ciegos y
deficientes visuales en general.

4.1. LAS "SITUACIONES DE PARTIDA" Y EL ALUMNO CIEGO

Por "situacion de ensefianza-aprendizaje”, en Matematica o cualquier area del
curriculo, se entiende las circunstancias en las que se coloca al alumno para
iniciar a partir de ellas tomando ocasion de ellas un proceso educativo,
determinado e intencional.

En sentido amplio, estas circunstancias no debieran circunscribirse a las



concretas coordenadas espaciotemporales del aula un dia determinado a una
hora determinada. También influyen quizas decisivamente, en ocasiones las
aptitudes, conocimientos, destrezas y actitudes del alumno, y los contenidos
auriculares préximos, de Matematica y de las otras é&reas. Pero, o las
soslayamos, o seria interminable, antes de avanzar en nuestro propdsito
descriptivo.

Para nosotros, una situacién de partida en la clase de Matemética estara
configurada por aquellas circunstancias concretas, capaces de atraer la
atencion del alumno y encaminarle hacia un objetivo predeterminado de indole
matematica, el "principio de un camino previsto por el profesor”. De aqui la
denominacion de "punto de partida”.

Tiene, pues, ante todo un caracter de "estimulo externo"; que, una vez
interiorizado, facilitara deberia facilitar la puesta en funcionamiento de los
"mecanismos"” cognitivos y aptitud inhales del alumno. Con objetivos
predeterminados al menos en sus rasgos esenciales y reclamando su
participacion voluntaria.

El caracter de "externo" puede muy bien asimilarse al de "sensible". Lo que, en
la linea de la propuesta de "Didactica de comunicacion y participacion”, nos
lleva a una gradacion intensiva en la forma requerida de comunicacion:

. Estimulacion mediante manipulacion fisica, con preferencia sobre la
simple representacion grafico geométrica; de ésta, sobre la lengua natural; la
escrita sobre la hablada; la lengua natural por encima del lenguaje simbdlico-
matematico.

. Para cada forma de lenguaje, se preferird la ejecucion o expresion
autbnoma sobre la simple observacion; con mayores garantias de completitud
e interiorizacion de los mensajes a recibir.

Por tanto, no se extrafie el lector por mi insistente recurso al "material
manipulable”. No es exclusivo. Basta con que la "situacién" presentada sea
"evocadora”, "incitante" a la manipulacién gestual, de dibujo o escrita. Las
"situaciones de partida" basadas en "material manipulable" por el alumno seran
"preferibles”; por ello se toman como referente. Pero que no se entiendan como
"indispensables".

4.1.1. Insuficiencia del estimulo sensible

Toda "situacion de hecho" podria ser considerada situacion de partida, en la
ensefianza de la Matematica; aunque en relacién a un concepto o problema
matematico indeterminado.

Cierto que cualquier situacién, por abstracta que sea, puede ser contemplada
en sus partes por no importa quién con mentalidad en actitud, al menos,
matematica. En la clase, toda "situaciébn de hecho" puede convertirse en
situacion de partida, de ensefianza-aprendizaje, pero, ¢de partida hacia
dénde?



Un objeto o situacion expresado en cualquiera de los lenguajes, presente en
los sentidos o representado interiormente, puede ser estudiado en forma
matematica y extraer de él un concepto. Pero habria que observarlo con
mentalidad matematica, estudiando el comportamiento de sus partes reales o
de razdn, intentando descubrir alguna parte encubierta por otras, etc. En
cualquier objeto o situacion pueden estudiarse las relaciones que ligan sus
partes, su cantidad.

Mas el hecho de iniciar este estudio requiere algo mas que contemplar un
objeto o grupo de objetos, fijos o méviles. La simple observaciéon de objetos
materiales no basta para hacer Matematica.

"Hay dos formas muy diferentes de experiencias ligadas a las acciones
materiales de los sujetos. Hay, en primer lugar, experiencias fisicas, en el
sentido amplio de la palabra, consistentes en actuar sobre los objetos a fin de
descubrir propiedades que éstos ya poseian antes de su manipulacion por el
sujeto; como por ejemplo, la comparacion de pesos, densidades, etc. Pero
existen también, cosa generalmente ignorada, lo que podriamos llamar
experiencias légico-matematicas, debido a que la informacién no se obtiene a
partir de los objetos particulares en tanto que objetos hocicos, sino a partir de
las propias acciones 0, mas exactamente, de sus coordinaciones, que el sujeto
ejerce sobre ellos; lo que no es precisamente lo mismo" (Piaget; 1978, 221).

Es que toda accion que determine partes supone movimiento, externo o
simulado interiormente.

Entiendo, no obstante, que ni siquiera las "experiencias l6gico-matematicas"
son suficientes para hacer Matemética a partir de una "situacion de hecho",
estatica o dinamica. Piaget considera que en el acto de contemplacion
imaginativa hay una reproduccion de las acciones psicomotrices que originaron
la percepcion. Omite, tal vez, la necesidad de un componente intencional; o lo
incluye en la propia naturaleza de las "experiencias l6gico-mateméticas"”, que
no serian tales sin él, quedarian en mera "observacion pasiva".

Para estudiar una "situacién de hecho" en sus partes hay que "querer hacerlo".
No es una perogrullada. Para estudiar algo hay que preguntarse por ese algo; y
para estudiarlo matematicamente hay que formularse preguntas de indole
matematica: "¢De qué partes consta? ¢Como se distribuyen espacialmente?
¢Por qué asi, y no de otra forma? ¢Hay cambios? ¢Qué les ocurre a estos
movimientos si los consideramos separadamente? ¢Y en conjunto?... "

Es el salto del como al por qué, lugar comun en la ciencia moderna (que diria
Polya, atribuyendo a Galileo el primer paso en este sentido).

Una "situacidbn de hecho" cualquiera pasa a ser, intencionalmente, una
situacion de partida en Matematica o en otra ciencia, relativa al comportamiento
de sus partes. Una situacion de partida conlleva un "problema matematico".

Pero no toda situacion de partida es atil ni conveniente en la Ensefianza. Al
menos en la Ensefianza Elemental y Media. Los programas estan ahi, hay que



cubrirlos, por poco que nos satisfagan. Los objetivos hay que alcanzarlos; los
alumnos tienen que llegar a dominar conceptos y técnicas predeterminados.

Podra modificarse, no obstante, la programacion, el orden y modo de introducir
y concatenar los conceptos y el momento en que deban aparecer las técnicas
como necesarias. Esta programacion estara condicionada, evidentemente,
aparte de por el tiempo y por el nivel de formacién y capacidad de los alumnos,
por el rigor matematico global del itinerario a seguir y por las conveniencias
pedagogicas incluyendo aqui la aplicabilidad de los conceptos y pasos
intermedios.

Pues bien, diria que la principal dificultad pedagdgica estriba en la
disponibilidad de una serie completa de "situaciones de partida adecuadas".
Sus caracteristicas se analizan mas adelante.

Cualquiera que haya tratado con nifios o adolescentes sabe que tienen la
curiosidad a flor de piel. Si se va debilitando paulatinamente es por causa de
las "frustraciones" sucesivas que diriamos hoy; por curiosidad insatisfecha.
Basta con provocarla con una leve indicacion, para que el alumno ponga en
juego todos sus recursos; acepta inmediatamente el reto a desentrafar la
situacion que tiene ante él y le pregunta se pregunta qué esta ocurriendo alli.

Ante el problema, el alumno se torna investigador.

"¢Qué es un problema? se interroga Glaeser; y se responde con la
Enciclopedia Larouse: es una pregunta que es preciso responder por
procedimientos cientificos. Esta definicibn pone el acento sobre el contenido y
el objeto del enunciado. Y olvida el compromiso del investigador, que supone
un impulso de curiosidad, una movilizacion afectiva de la inteligencia: jUn
problema es una aventura humana!" (Glaeser; 1973D7, 18).

Claro est4, que la cuestion a plantear puede ser formulada explicitamente por
el profesor o suscitar en los alumnos su planteamiento y formulacion. La
decision deberé adoptarse en funcion del nivel de desarrollo de la capacidad de
iniciativa de los alumnos, items recientes del "curriculum en accion", etc.

La "situacion de partida adecuada" habra desencadenado el "proceso de
matematizacion".

La curiosidad empuja a buscar apoyo en los propios conocimientos y en los
ajenos. Basta entreabrir la puerta de comunicaciéon con la realidad a través de
un problema para que el alumno intente abrirla de par en par, asi como las que
dan acceso a la comunicacion con los otros compafieros y con el profesor.

La situacion de partida, un problema con presentacion adecuada, desencadena
la actividad toda en el alumno.

4.1.2. Abierta la puerta ala comunicacion

Las "situaciones de partida" pueden ir revestidas de ropajes diversos, ser




presentadas a los alumnos en formas varias.

"A nivel de Ensefianza Primaria e incluso Secundaria al menos, el nifio dispone
de tres formas de representacion de la realidad matematica: concreto
manipulable, concreto imaginado y representacién simbdlica el propio lenguaje
hablado es una representacion simbdlica" (Aizpun, 1980). Todos tenemos en la
cabeza ejemplos de cualquiera de estos tipos.

A lo largo del proceso de matematizacion, como veremos, el concreto
manipulable, que genera una representacion interior el mismo concreto
imaginado, cedera su lugar a éste en el trabajo del alumno; aunque pueda
retornar, y lo hara de hecho, a la realidad inicial. E irdn apareciendo las
distintas representaciones simbolicas en lengua comun, hablada o escrita,
lenguaje gréafico y propiamente simbolico-matematico o formal.

Las conveniencias psicopedagogicas exigen no escatimar ninguna de estas
realidades contenedoras del concepto mateméatico a descubrir o a aplicar. Seria
perder un cumulo precioso de motivaciones.

"Las motivaciones de la Matematica proceden de la experiencia y de la
percepcion de las realidades empiricas. (...) A partir de una base empirica, las
Matematicas construyen una realidad ideal de un nivel superior. De este modo,
van abandonando las Matematicas, a lo largo del proceso de formacion de
ideas, las bases empiricas que han dado lugar a la teoria. (...) Podemos decir
que cada complejo significante biolégica o practicamente en el "mundo de la
experiencia” constituye un desafio para la creacion matematica; es decir, para
un analisis estrictamente conceptual en el que apareceran la idealizacion y la
sintesis de una imagen de las estructuras obtenidas en el estado inicial”
(Nevanlinna; 1978, 105106).

En un proceso natural de matematizacion se pasara gradualmente,
insensiblemente, del concreto manipulable a la representacion interior
independiente de los estimulos sensoriales, por familiarizacion con aquél. Y de
agui se pasa a las representaciones simbdlicas, por orden de proximidad.
Inversamente a como se procede en la Pedagogia tradicional (recuérdese a
Dienes, citado en la seccion 3% del capitulo anterior a propdsito de la
axiomatizacion).

Sin embargo, y a medida que los alumnos van progresando en aptitud y actitud
para la abstraccion y en destrezas expresivas, sera conveniente la
presentacion de "situaciones de partida" en forma de representacion simbdlica,
incluso formal.

"Cada problema particular debe ser abordado en un nivel apropiado de
abstraccion: si se le sitta demasiado bajo, se estd distraido por las
particularidades, que disimulan el nudo de la cuestion, y si se le presenta
demasiado alto se esta abocado a manejar un formalismo en el que todavia no
se tiene suficiente soltura y que no se capta de forma sencilla en los niveles
inferiores; se encuentra uno entonces preso de las dificultades inherentes al
formalismo y ajeno al problema examinado" (Glaeser; 1973, 57).



El nivel de abstraccion del problema, el tipo de situacion de partida, debe
determinarlo el grado de habituacibn o formacion de los alumnos, sin
concesiones a la comodidad del facil recurso a la imaginacion o el simbolismo.

"El desarrollo de las Matemaéticas a partir de situaciones reales de ensefanza-
aprendizaje, tiene otra ventaja. Una de las mas grandes dificultades que los
estudiantes encuentran en las Mateméaticas es la solucion de problemas
planteados verbalmente: no saben cédmo traducir la informacion verbal en forma
matematica" (M. Kline; 1978, 175-176).

En la vida ordinaria el alumno se vera, tarde o temprano, enfrentado a
situaciones fisicas que precisaran de sus conocimientos matematicos. ¢Por
qgué acabar en aquello por lo que deberiamos haber empezado?

"Aun en lo que se refiere a la Pedagogia de la Matematica caeriamos en un
grave error si, limitandonos al plano del lenguaje, dejasemos de lado el papel
de las acciones. Por el contrario, en los alumnos jévenes la accidon sobre los
objetos resulta totalmente indispensable para la comprensién” (Piaget; 1978,
220).

Analizaremos mas adelante como el alumno ira sintiendo la necesidad de una
formalizacién progresiva e irdn apareciendo naturalmente, como convenios
para la comunicacion, las distintas formas de lenguaje.

4.1.3. Criterios de evaluacion

El profesor se preguntara, como es loégico: "¢ Qué condiciones debe reunir una
situacion de partida en el marco de una Didactica de comunicacién y
participacion?"

La experiencia y la sensibilidad didactica podrian bastar, sin duda, para decidir
sobre la "calidad" de una "situacion" determinada. Pero es enriquecedor
reflexionar con antelacion si responde satisfactoriamente a los objetivos
matematicos, adecuacion psicopedagogica, efectos practicos, facilitacion del
proceso previsto. Y mucho mas importante y formativo sera llevar a cabo esta
"reflexion en la préactica", simultdnea al desarrollo de la actividad o
inmediatamente después.

He aqui algunas de esas caracteristicas deseables, que pueden servirnos de
criterios de seleccion o lineas de disefio. (Ver cuadro adjunto).



Criterios para la seleccion o disefio de "situaciones de partida".

a) Proximidad al alumno, a sus intereses, a sus vivencias.

b)  Que utilice material confeccionable, a ser posible, por el propio alumno.

c) De manipulacion sencilla para todos los alumnos del grupo.

d) Rica en estimulos sensorio motrices; visuales, hapticos, sonoros.

e) Representable facilmente mediante esquemas o diagramas.

f) Psicol6gicamente compulsiva. Que plantee un problema al alumno. Que
no sea mera observacion de la realidad.

g) Matematicamente asequible para el alumno; simplicidad estructural,
técnicas operatorias, conceptos involucrados.

h)  Con potencialidad matematica; no trivial para los conocimientos
actuales de los alumnos. Expresiva de novedad y con recursos
suficientes para la introduccion del concepto deseado o para el
descubrimiento de las técnicas buscadas.

i) Proyectividad matematica o matematicamente "docil"; con posibilidad de
elaborar a partir de ella situaciones andlogas que faciliten la
generalizacion.

) Facilitadora de la ulterior expresion simbolico matematica generalizante.

Caracteristicas deseables pero, por supuesto, ninguna de ellas indispensable.
Su valoraciéon dependera de la edad de los alumnos, nivel madurativo,
destrezas manipulativas y representativas, experiencia en matematizacion, etc.
Evidentemente, en los niveles inferiores de ensefianza convendra subrayar las
sensorio motrices, y las que tienden a despertar la curiosidad y los aspectos
lidicos del proceso de matematizacion.

Puede pensarse en la confeccion de "tablas de valoracion" para cada nivel
educativo: cuantitativas otorgando valores numéricos o cualitativas mediante
simple ordenacion, por ejemplo. Se propone como ejercicio al profesor. No
tanto por su eficacia didactica directa responderia mas bien a un "exceso de
mentalidad analitica” como por revelar indicios del "curriculum oculto” en dos
direcciones: a priori, la valoracion subjetiva que se concede a dichos aspectos



que, a fin de cuentas, también lo son del proceso didactico; y, a posteriori, el
ajuste entre propadsitos y ejecucion didactica.

Una ultima observacion. Si se usan diversas situaciones para introducir un
mismo concepto o estructura, es recomendable que los modelos respondan a
estructuras matematicas claramente isomorfas. De lo contrario, puede inducirse
al alumno a confusién, por la dificultad en aislar los rasgos comunes en una
voragine de comportamientos, sin capacidad bastante para discernir desde el
principio cuales son esenciales.

4.1.4. Disefio

Ni que decir tiene que la simple consideracion de estas caracteristicas es
insuficiente para elaborar una situacién de partida adecuada a la introduccion
de un concepto matematico. Pero si nos sirven para elegir mejor entre las.
situaciones disponibles o para enriquecer didacticamente una cualquiera.

"Entonces, ¢,como disefiar una situacion de partida?"

Muy sencillo. Las situaciones no se fabrican: se encuentran, si se buscan. Se
buscan entre los ejemplos reales del concepto a tratar. Muchas veces, los
mismos libros de texto, entre los llamados ejemplos de aplicacion o problemas
de final de capitulo, presentan un sinnimero de situaciones problematicas,
algunas de las cuales pareceran al profesor como mas claras y atrayentes para
el alumno.

Hay que tener muy presente que "a la busqueda de solucién de un problema se
opone la ejecucion de una tarea técnica; alli se despliegan cualidades de
invencion, originalidad, adaptacion; mientras que aqui son esenciales el
método, la minuciosidad. De hecho, es raro que estas dos actividades no se
interfieran" (Glaeser; 1973, 33).

A partir de ahi, la tarea consistira en enriquecer la situacion seleccionada
conforme a los criterios apuntados, o en imaginar otra analoga mas adecuada.
El buen sentido pedagogico nos guiard hacia una meta que hubiera sido
inalcanzable o muy dificil por construccion directa.

Pero aqui no termina la tarea de "elaborar la situacion". Hay que prever:

. Determinar con exactitud el material pedagdgico a utilizar.

. Si éste va a ser confeccionado por los alumnos, individualmente o por
grupos, o por el propio profesor; antes o durante la sesion de clase; con qué
materiales, etc.

. Posibles itinerarios de investigacion a seguir por los alumnos; puntos de
dificultad y de posible bloqueo en cada uno de ellos y el modo mas natural de

superarlos.

. Mejores momentos para introducir los distintos lenguajes, notas



esenciales de éstos e incluso simbologia o notacion a emplear, cémo
suscitarla, etc.

. Sobre todo, formular exactamente la cuestion matematica o
matematizante a ser respondida mediante la manipulacién. Del "formato” de
esta pregunta dependera, quizds, no sélo la actitud de busqueda de cada
alumno, sino incluso el itinerario o via a elegir por el grupo.

Para la preparacion y presentacion de la situacion de partida ante los alumnos,
Glaeser hace una reflexion y da un consejo:

"La diferencia entre un simple ejercicio escolar y un inicio de investigacion
nace, psicolégicamente, del efecto de sorpresa provocado por una situacion
nueva o inesperada. El profesor se esforzara por crear el suspense mediante
una dramaturgia apropiada” (Glaeser, 1973, 21).

La situacion de partida estd completada: una situacion real definida por un
material concreto y una pregunta a responder con mentalidad matematica. De
aqui surgira con el tiempo, con el trabajo de todos, un nuevo concepto o
técnica presente en el modelo material de partida.

Parecerd, a primera vista, que la dedicacion de tiempo, tanto por parte del
profesor como de los alumnos, no esta al alcance de cualquiera.

Una primera indicacidon a hacer es que la preparacion de las "situaciones de
partida”, al menos en sus rasgos fundamentales, puede y debe incluirse en el
conjunto del "curriculum proyectado”, hasta completar el cuadro general.

La segunda es que, como en todo, lo dificil y costoso es "dar el primer paso”,
"vencer la inercia". El trabajo habitual engendra la automatizacién que
disminuye el esfuerzo, y el interés sabra captar y almacenar de continuo
modelos que servirdn en su momento como "situaciones de partida" para
determinados conceptos o técnicas.

"Quizas la contribucion mas costosa viene de parte del material manipulable,
que ha de ser manejado tanto por el maestro como por el discipulo.

Tiene dos explicaciones fundamentales, De una parte, el costo del material. De
otra, y esto es altamente positivo, la necesidad de una organizacion perfecta”
(Buj Jimeno; 1972, 8).

La organizacién, mas que de dotes extraordinarias, es cuestion de la conquista
por todos de la virtud del orden, que, lejos de ser mania de matematicos, es
virtud madre de la eficiencia y objetivo formativo de primera magnitud. En
cuanto al costo del material, remito al lector al capitulo siguiente.

4.1.5. Al alcance del alumno ciego o deficiente visual

¢, Sera distinto el comportamiento del alumno ciego?
Podria asegurar que no. Los fracasos generalizados y continuados Ilo



denuncian: el verbalismo, sea del lenguaje ordinario, sea del simbdlico-
matematico de los textos, no puede llegar a mostrar la auténtica faz de las
Matematicas, su realidad, bajo una caricatura mas o menos virtuosa.

Habra, pues, que recurrir a situaciones de partida con base en problemas
reales; adecuadas no solo al contenido matematico buscado y acordes a las
conveniencias pedagogicas ordinarias, sino asequibles también a las
posibilidades de su exploracién visual o haptica, segun que cuente 0 no con
resto visual.

Todas las consideraciones efectuadas hasta aqui sobre las "situaciones de
partida” pueden ser trasladadas sin dificultad ninguna al escenario de la
ensefianza de ciegos. Basta introducir un nuevo factor, compatible con todo lo
dicho, la situacion de ensefanza-aprendizaje propuesta, tanto en el material
utilizado como en las experiencias psicomotrices que deben inducirse a partir
de él, tendran caracter haptico o seran visualmente accesibles, si cuenta con
resto visual y requerirdn experiencias representables por el alumno (véase:
Seccion 5.3).

Si para alumnos videntes puede acudirse en algun caso, por razones de
economia material o de tiempo, a la manipulacion tan solo por el profesor del
material en ejemplar Unico, tendria escasa eficiencia didactica que al alumno
ciego se le narrase simplemente lo que se esta haciendo o lo que se haria caso
tipico de verbalismo comodon. Prudencia que debe tenerse muy presente en la
situacion de "alumno ciego en Centro ordinario” "educacion en integracion”

La reiterada como conveniente manipulacion del material y de sus posibilidades
se hace mas segura y rapidamente por la vista que por el tacto, aunque se le
acomparfe de indicaciones verbales o se dirija personalmente la operacion.
Esta dificultad se obviara poniendo sistematicamente en practica la
recomendacion de que el material y/o la representacion de la situacion sean
confeccionadas por el propio alumno: que siempre el artifice conoce mejor su
obra que el mas observador de los clientes. Para el caso de la "educacion en
integracion”, si no hubiera otro medio, acudiendo a momentos anteriores a la
celebracién de la clase propiamente dicha.

En resumen, que la comunicacién alumno realidad sea auténtica evitando los
intermediarios de la descripcibn verbal o la reduccibn a simples
representaciones. En el caso del alumno ciego, esta comunicacion es
exclusivamente haptica. Si cuenta con resto visual, y segun las caracteristicas
de la situacién elegida, puede servirse de él, aceptando sencillos requisitos.

Los condicionamientos que pudieran derivarse de la falta de destrezas
exploratorias hapticas o visuales en el alumno ciego o deficiente visual influiran
no tanto en la percepcion de la situacibn como en el tiempo a emplear. Lo que
nos lleva, una vez mas, a resaltar la importancia de la educacion perceptiva y
su repercusion en el aprendizaje de la Matematica. Sin embargo, tales
carencias no pueden determinar una ensefianza verbalista: anemia psicomotriz
y depauperacion matematica van cogidas de la mano. La ejercitacion de las
destrezas basicas en la clase de Matematicas podria incluso llegar a remediar



defectos de curricula anteriores.

Otro punto diferencial pudiera surgir en el aspecto de "proximidad a los
intereses y vivencias del alumno". Piénsese en el empleo de determinadas
formas u objetos: "balén de rugby", "cometas”, etc., ajenos a sus experiencias;
o0 "trayectorias de moviles", "sombras", "iméagenes de espejos", etc., con
frecuencia inasequibles al alumno ciego total que perdié la vista en edad
temprana o quedan fuera de las posibilidades perceptivas de la vision
remanente. La "situacion" resultaria, entonces, desechable de todo punto,
deberia buscarse una sustitutoria, que nunca falta. Pero nunca eximir de la fase
manipulativa fisica, si es objeto ineludible para los demas alumnos del grupo.

42. EL ALUMNO CIEGO Y LA ORGANIZACION DE LA
ACTIVIDAD EN EL AULA

Hay que hacer aqui una consideracion previa decisiva. Estamos cambiando
impresiones Vd. y yo, sobre cémo aprender Matematicas y, siempre que es
posible, nos dejamos deslizar hacia la incidencia que en el proceso de
aprendizaje tiene el hecho de que el alumno sea ciego o deficiente visual. Ya
en esta seccion la cumbre se hallara en la subsiguiente el profesor juega un
papel preeminente en el proceso; mejor que de "aprendizaje”, tendriamos que
hablar de "ensefianza".

Ahora bien, ¢de ensefianza a un grupo de alumnos ciegos? ¢0O de ensefianza
a un grupo de alumnos videntes entre los cuales hay un ciego? ¢ Ciegos totales
0 con resto visual educativamente aprovechable?

La forma de organizar la actividad en el aula y la actuacion del profesor van a
ser bien diferentes segun los casos.

Los comentarios se dirigiran en primer término hacia la situacién de grupo de
alumnos ciegos totales o con resto visual, indistintamente; pasando después a
matizar la situacién en grupos de alumnos videntes. Desestimo la situacion de
un unico alumno clase particular por razones obvias.

A) Caso de un grupo de alumnos ciegos y deficientes visuales (educacion en
centro especializado)

Sdlo nos encontramos con grupos que no rebasan las dimensiones del "grupo
coloquial” doce o quince alumnos. Asi pues, podremos organizar la actividad:

a) En el grupo coloquial; todos los alumnos trabajan conjuntamente bajo la
direccién del profesor.

b) En "pequefios grupos" o "equipos de trabajo".
c) Enforma individualizada.

En la ensefianza ordinaria aunque no precisamente para el area de
Matematicas se tiende a recomendar un itinerario que, partiendo de actividades



en gran grupo, de caracter informativo, estructura actividades de aprendizaje
en equipos de trabajo, prosigue con actividades de contraste de los
conocimientos adquiridos en grupo coloquial, mediante la discusion dirigida, y
finaliza en actividades individuales para la fijacion de conocimientos.

Otros recomendaran un itinerario practicamente inverso para las dimensiones
grupales, manteniendo no obstante el orden de las actividades.

Los itinerarios se prevén para un numero considerable de sesiones de clase,
incluso para todo un curso.

Pero tratdndose del aprendizaje de la Matematica, las actividades de caracter
informativo carecen de sentido. A no ser sobre temas marginales de Historia de
la Matemética o para la presentacion de una situacion o problema de partida en
forma visual, sin interés para ser consideradas aqui.

Y las actividades de "fijacibn de conocimientos” se tornan "actividades de
aplicaciébn de conocimientos o técnicas", por lo que no merece la pena
considerarlas como "de aprendizaje” propiamente dicho, de descubrimiento de
un concepto o técnica operatoria.

La organizacion de la actividad va a quedar, pues, referida al itinerario en el
proceso de conquista de un concepto o técnica singulares, a llevar a cabo
preferentemente en una sesién de clase o en un numero muy reducido de
éstas.

No puedo sino recomendar la variedad de itinerarios conformes con la
naturaleza del tema matematico a introducir, tanto para el tamafio de los
grupos como para las actividades a desarrollar en cada una de las fases.
Variedad, que nos apartara, ademas, de la rutina metodoldgica y que reclamara
del alumno su adaptabilidad tanto a las actividades como a las circunstancias a
las que se le somete.



PROPUESTAS DE ITINERARIO EN LA QRGANIZACION GRUPAL PARA LA
ADQUISICION DE UN TOPICO MATEMATICO

Dandole al alumno indicaciones previas, o planteando el problema en
forma colectiva andlogamente al gran grupo.

Se trabajan en forma individualizada sobre la situacion de partida,
estudiando el comportamiento fisico y matematico, y avanzando en el
proceso de matematizacion.

Pasando a una organizacibn en equipos para el proceso de la
formalizacion, integracion en el cuerpo de conocimiento matematico y
actividades divergentes.

Y culminando en una actividad de grupo coloquial para contrastar los

resultados obtenidos.

Pero también:

Puede iniciarse el proceso mediante un trabajo en
grupo coloquial, simultaneando con el trabajo °
individual sobre el material, hasta llegar al
punto de la formalizacion total.

cabo en el grupo coloquial.

Pasando después a un analisis individualizado de la labor llevada a

Y culminando en una discusion en el seno de equipos de trabajo.

Las actividades de fijacion o aplicacion podrian, a partir de aqui, realizarse
progresivamente en la forma de grupo coloquial primero, pequefios grupos
después e individualmente, por altimo.

Hay dos momentos, no obstante, que condicionan las dimensiones del grupo y
que habra que respetar si no queremos mas tarde tropezar con dificultades
perturbadoras.

El primero es el de captacion de la situacion de partida. EI de un perfecto
conocimiento y dominio del material o realidad fisica que se utilizaré a lo largo
del proceso. La via haptica obliga a que esta actividad tenga un caracter
individualizado. Claro esta, que carecera de importancia si cada alumno ha
fabricado su propio material, ya que cada alumno habra realizado la necesaria
manipulacion de antemano; y aunque no coincida con la estrictamente
requerida, sabra reconstruirla facilmente.

El segundo momento es el de adopcién de convenios linguisticos o de
representacion; tanto mas delicado cuanto mas jovenes sean los alumnos.
Conviene por ser "convenio" que los términos, ya sean simbdlicos, graficos o



de lenguaje natural, sean comunes a todos los alumnos. Es vital que sean
adoptados por los mismos que van a utilizarlos posteriormente. Y si este uso
corresponde a los propios alumnos mediante la comunicacién mutua, quienes
van a corregir sus propios errores, es a todas luces deseable que "hablen” un
mismo lenguaje, utilicen los mismos simbolos y los mismos convenios de
representacion gréfica. Estos deben ser, pues, adoptados en el transcurso de
una actividad de grupo coloquial y con la ratificacién simultanea del profesor,
en prevision de perturbaciones ulteriores.

Podra objetarse: "si la incorporacion del lenguaje en sus distintas formas va a
ser progresiva a lo largo de todo el proceso de matematizacion, ¢qué queda
para la actividad en grupos reducidos o equipos? ¢ Exclusivamente actividades
de aplicacion o fijaciéon?"

Podria responder que no pocas veces en el proceso de busqueda de la
solucién en el seno del grupo coloquial aparecen varias alternativas. Esto da
ocasion para distribuir el estudio de dichas alternativas a equipos de trabajo
para su discusion en un ambito més reducido. Es el principio de "division del
trabajo" en investigacion: si todo el grupo revisara todas las lineas, quizas o sin
quizés faltaria tiempo. También puede procederse de este modo aunque la
propuesta de solucion fuera Unica.

Quedan por hacer algunas consideraciones sobre cada tipo de organizacion
grupal en el caso de alumnos ciegos.

Cuando digo grupo coloquial, digo grupo coloquial: trabajo conjunto bajo la
direccion del profesor, utilizando como medio preferente de comunicacion el
lenguaje oral, activa participacion de cada uno de los alumnos o cuando
menos, consulta espontanea, publica y ordenada de unos alumnos con otros.

De lo contrario, estariamos en una situacion de gran grupo, invitacion a la
pasividad, so6lo aceptable en el caso de un nimero muy elevado de alumnos o
unas condiciones fisicas o mentales del profesor que no permitieran otra cosa.

La informalidad del grupo coloquial puede ser un buen contrapunto, incluso
recomendable, al rigor y orden que exige la Matematica en si misma. Pero no
hay que confundir informalidad con anarquia o caos. Las clases son sesiones
de trabajo en comun, con objetivos a alcanzar que son su razon de ser: "para
pasar el rato estan los tiempos libres" o los "divertimentos matematicos".

Llamaria la atencion, en primer lugar, de un riesgo que vengo observando en
mi trabajo con grupos coloquiales de alumnos ciegos. Problema, a decir
verdad, dificilmente soslayable. Consiste este peligro en que la discusion
dirigida frecuentemente se transforma en "coleccion de mondlogos en alta voz";
contrariamente a lo que suele ocurrir con alumnos videntes: que se transforma
en "coleccion de didlogos entrecruzados". En ambos casos, no hay trabajo con
junto, pero el segundo supone ya una estructuracién del coloquio mas facil de
unificar. El primero es problema de "actitud"; el segundo, de "estructuracion de
la actividad".



En observacion que alguien calificara de poco afortunada: el vidente busca con
la mirada a su o sus interlocutores, mientras que el ciego "habla al aire"... El
vidente sabe, mediante la mirada, distinguir la posible via de pensamiento de
los presentes; el ciego precisa despegarse primero de la propia y captar
después la del o de los interlocutores deduciéndola de sus palabras. Y asi se
producen entre ciegos repeticiones y reiteraciones, con aires de novedad y
frecuencia pasmosa.

Corresponde entonces al profesor, como moderador de la comunicacion,
someter a la consideracion general del grupo cada uno de los aspectos o vias
que hayan surgido, reconduciendo continuamente la discusion, que adn no es
discusion, para que lo sea. En una palabra: "hacer grupo".

El trabajo en equipos reducidos plantea una primera cuestion: ¢ Cual debe ser
la dimension de éste?

He de confesar que mi experiencia es escasa en este terreno. Pero, en
Matematicas, sugiero la de tres alumnos, si son todos ciegos totales, o cuatro,
si al menos uno de ellos tiene resto visual. También pueden formarse parejas
de alumnos, mas variando frecuentemente sus componentes.

La razon para que los grupos deban ser tan reducidos estriba en las
peculiaridades de la investigacion o trabajo matematico, con apenas
diferenciacion de funciones todas las tareas de matematizacion deberan ser
realizadas integramente por cada uno de sus componentes la dificil
adaptabilidad del ciego a la discusion de grupo y la lentitud en la realizacion de
las tareas debida a las limitaciones técnicas del instrumental disponible.

En relacion al trabajo individualizado, aventuro la opinién personal de una
mayor dificultad para el alumno ciego que para el vidente.

No soélo por los inconvenientes de la trascripcion braille, la pobreza de
representaciones o las barreras para la realizacion de ejercicios tales como
"completa el dibujo”, "tabla o diagrama”, "completa las frases", "construye la
tabla de... y analiza los resultados obtenidos", etc, propios de la ensefianza
programada o del sistema de asignaciones personales.

Puede observarse en el ciego se ha dicho ya reiteradamente una mayor
tendencia a la pasividad, una mayor resistencia a la realizacion de tareas
manuales o tactiles y una mayor dependencia de la direccion del profesor fruto
quizas de un "curriculum” deficiente en este tipo de actividad.

Se hace necesaria, no obstante, la investigacion en esta materia para forzar si,
forzar paulatinamente al alumno a la realizacién de tareas individuales como
medio para el desarrollo de la autonomia en el aprendizaje.

Y ahora las prometidas matizaciones al caso de un alumno ciego total en el
seno de un grupo de alumnos videntes.

B) Caso de un alumno ciego en un grupo de videntes {educacion en centro



ordinario)

Para las actividades en gran grupo, actividades de caracter informativo o de
manipulacion de material en ejemplar Unico, el alumno ciego debera conocer
éste por si mismo, previamente a la realizacidbn del ejercicio dinamico o
representativo nunca a posteriori, asegurando, quizas mediante la ayuda de un
compafero habituado a la descripcidn o simulacion de experiencias, que el
alumno ciego siga la exposicion al compas del resto de la clase.

Recomendaciones, ciertamente, faciles de decir pero nada faciles de poner en
practica. Entre otras causas porque el alumno ciego prefiere pasar inadvertido
y, salvo que sea grande su interés o madurez, evita el solicitar ayuda, mas por
creer que pueda ocasionar molestias o trabajo suplementario que por
verglienza o timidez. La iniciativa debera llevarla el profesor, no cabe duda.

En general, no es de esperar una participacién importante en la actividad del
grupo coloquial. Objetivamente el alumno ciego dispone de menor informacion
que el resto de sus compaferos en el transcurso de la discusion. Qué decir, si
el proceso se va plasmando en esquemas, diagramas O representaciones
simbdlicas en el tablero, con las cuales cualquier alumno puede contrastar las
que realiza en su propio cuaderno. Este ultimo aspecto, es dificil de satisfacer,
aunque no imposible: debera recurrirse a la ayuda personalizada y casi
permanente del profesor o de algun compafiero.

La desinformacién repercute sobre todo subjetivamente, incrementando la
posible timidez o temor al error; teme también de forma refleja, que la
constatacion por los demas de sus errores ceda el paso a la compasion.
Prefiere callar a equivocarse; tal como el alumno torpe, mas éste por miedo al
desprecio o burla ajenos, manifiestos o encubiertos.

Corresponde al profesor, como animador de la actividad, provocar y encauzar
la participacion de uno y otro, recordando que "so6lo por la exteriorizacion de las
propias ideas se da lugar a la rectificacion: para que los demas nos ayuden a
superar nuestras deficiencias, no queda mas remedio que ser espontaneos..."

Un alumno ciego que trabaje en equipo con otros alumnos videntes tropezara
con dificultades de otra indole. Las ya citadas, de conocimiento del material a
manejar o de la actividad que se esté desarrollando y la timidez a participar en
la discusion, desaparecen aqui casi por completo. El profesor puede
despreocuparse de estos aspectos; estoy seguro. Quizas no la primera vez o al
principio de constituirse el grupo; si, después.

Las dificultades surgen a nivel de realizacibn de tareas concretas o de
plasmacion del proceso de matematizacion en los distintos lenguajes. Los
medios instrumentales del ciego y deficiente visual implican lentitud, por lo
general, ralentizando la marcha del grupo y exigiendo una continua
comprobacion de las representaciones, difusa o imposible sobre todo, en el
caso de la expresion simbdlico matemética braille.

El profesor debera estar al tanto continuamente para que dichas



representaciones concuerden, favoreciendo asi el trabajo en el grupo. Consejo
que habria que adjuntar a la situacién del grupo coloquial, para impedir que el
alumno ciego quede preso de vicios o errores pertinaces de representacion.

Para el trabajo en forma individualizada todo se reduce nada mas y nada
menos a procurar que las condiciones de partida del alumno ciego sean las
mismas que para los otros alumnos. Habria, pues, que proporcionarle el
material manipulable convenientemente adaptado, las representaciones
graficas o dibujos, diagramas, tablas, etc., en relieve o braille, las "guias de
trabajo”, "programas"”, "asignaciones", convenientemente transcritas. El
"profesor de aula” cuenta, para ello, con dos importantes ayudas:

. la colaboracion del “"profesor especialista” "profesor itinerante” o "de
apoyo"

. programas informaticos que permiten la trascripcion braille de textos.

Al tratar de las cuestiones relativas a la evaluacién, tocaremos este punto con
mas detalle.

En el peor de los casos, de no ser posible dotar al alumno de este material
adaptado situacion probable, podria realizar la tarea en colaboracion con algun
compafero no siempre el mismo. Dejaria de ser un trabajo individualizado,
pero seria lo mas parecido y mil veces preferible a quedar al margen.

Si el alumno en cuestién fuera deficiente visual en vez de ciego total, las
recomendaciones irian en funcion, sobre todo, del grado de visidbn remanente.

Para la actividad de gran grupo podria bastar con situar al alumno
convenientemente proximo al tablero o a la persona que realizara la
manipulacion del material. Prudencia que a nadie se le escapa. Pero no es
suficiente preguntar al alumno "si lo esta viendo bien"; hay que situarle en el
lugar de segura perspectiva para él, procurandole también unas condiciones de
iluminacion adecuadas a su resto visual.

Puede afirmarse que desapareceran las dificultades para la participacion en las
actividades de grupo coloquial y de trabajo en equipo. Pero tanto en éstas
como en las actividades individualizadas, persistiran las dificultades de
representacion, debiendo adoptarse idénticas cautelas que para el caso del
alumno ciego total.

Dos observaciones finales sobre la "organizacion de la actividad en el aula”.

La primera, vélida para cualquier area, es la proporcion del tiempo del alumno
gue debe corresponder a cada uno de los tipos de organizacion.

La problematica surge el pasado siglo, pero cuando realmente se plantea y
estudia en profundidad es en el transcurso del presente. Estan estudiadas las
caracteristicas del trabajo y funcionamiento de cada uno de los tipos de
organizacion. Quedan por determinar lugar y tiempos, relativos y absolutos, de



cada una de ellas.

La respuesta a este interrogante o serie de interrogantes no sera, espero,
universal. Dependera del area curricular, edad de los alumnos, habito y aficion
al trabajo en cada una de ellas, disponibilidad de medios en el centro,
proporcién numérica alumno profesor e incluso aspectos arquitectonicos del
espacio escolar y del mobiliario.

Con conclusiones "cientificas" o sin ellas, el buen sentido pedagdgico del
profesor, superandolas, sabe plasmar en la programacion las previsiones de
distribucion de tareas y tiempos, nunca rigidas, por otra parte.

La segunda es relativa a la modulacién de la comunicacion entre los alumnos
conveniente a cada uno de los tipos de organizacion de la actividad. Entraran
aqui en juego deben entrar todas las formas de lenguaje hablado, como antes
se dijo. Moderar o modular la comunicacién supone fomentar el uso de las
otras formas comportamientos fisicos, lengua escrita, lenguaje grafico y
simbdlico-matematico, al menos para la comprobacion de resultados
personales. Estimulacion y control que seran mas sencillos en el trabajo en
equipo. Y siempre dificil y requeridor de atencién personalizada en el caso de
alumnos ciegos.

4.3. PAPEL DEL PROFESOR: ACTUACION DIFERENCIAL

"El arte de guiar y ayudar a los estudiantes se llama Pedagogia. Y el peligro de
la Pedagogia est4, como en tantas cosas, en la ideologia romantica. Todo un
siglo ha padecido bajo su poder. Desde Rousseau hasta Spencer y ain mas
tarde. Ella ha impuesto en la obra de ensefianza, con la supersticion de lo
espontaneo, la repugnancia a lo que hemos llamado desdefiosamente medios
fastidiosos de aprender” (E. D'Ors; 1973, 29).

Pretendiendo que los alumnos "quieran lo que hacen”, se ha caido no pocas
veces en gque "hagan lo que quieran”.

La llamada por Eugenio D'Ors supersticion de lo espontaneo ha cegado con
frecuencia a bien intencionados pedagogos y psicopedagogos, impidiéndoles
ver dos pilares basicos en la actividad educativa: el esfuerzo del alumno y la
direccion del profesor. Sobre ellos se levantara, arménicamente emplazado, el
tabla ment6 de cualquier Pedagogia de participacion.

4.3.1. Labor de prevision

Hoy se huye de la directividad como del demonio. Y en la huida, con frecuencia
se culpa de los fracasos a los programas; criticandolos no en que pretendan
que el alumno aprenda cosas indtiles, sino arguyendo que estan simplemente
mal disefiados; y asi las culpas recaeran sobre otros.

No nos engafiemos: el profesor es el responsable de lo que ocurre en la clase
y, en buena medida, de los resultados educativos (resultados educativos, no
éxitos o fracasos académicos).



"No es muy dificil hacer programas para la ensefianza en las escuelas; lo es
mucho mas llevarlos a la practica. Puede ensefiarse bien de varias maneras;
puede hacerse mal de muchisimas. Pero lo peor de todo es hacerlo de un
modo aburrido. El resultado en la ensefianza de las Mateméaticas depende en
gran medida de la capacidad pedagdgica de los profesores” (Nevanlinna; 1978,
114).

“"La formacién de buenos profesores es mucho mas importante que el plan de
estudios. Tales profesores pueden hacer maravillas con cualquier plan de
estudios. Un mal profesor y un buen plan dardn una mala ensefianza, mientras
que un buen profesor superara las deficiencias de cualquier plan” (M. Kline;
1978 -194).

En Espafia, la situacién ha sido francamente delicada’. Coincidieron en el
tiempo y en el espacio la reforma profunda en los planes de Matematica con el
enésimo intento de renovacion de los métodos educativos, esta vez a todos los
niveles y con un mayor apoyo y repercusiones formales. La preocupacion fue
excesiva para los profesores en ejercicio, quienes se conformaron no se les
pedia mas con un barniz de actualizacion cientifica.

Pero siguidé vigente el método de la leccion magistral y el aprendizaje mas o
menos memoristico de contenidos librescos. Sélo algunos autores de libros de
texto forzaban exteriormente el cambio. La Didactica de la Matematica,
manifestada formalmente en la actuacion del profesor, padecia obsolescencia
aguda.

En nuestros dias, se inicia la andadura de una nueva Reforma educativa. A ella
me referi en la Seccién 1.4. El papel otorgado al profesor es eminente:
pretende redimirle de una mera funcion transmisora de conocimientos
racionalidad "transmisor reproductora, elevandole a funciones artistico
practicas, generadoras de curricula y ciencia practica racionalidades "socio
practica" y "socio critica".

'Los dos pérrafos siguientes corresponden integramente a la 1? edicién; es decir, se escriben a
principios de los afios 80, vivida aun la Reforma desencadenada por la "Ley General de
Educaciéon” (1970). A continuacion se enjuicia el estado de cosas con ocasién de la Reforma
promovida por la "Ley de Ordenacion General del Sistema Educativo" (1990-91).

En principio, al profesor le incumben tareas no sélo de direccion de la actividad
en el aula, ciféndose a programas predefinidos. Sino también y ante todo
interpretar las demandas contextuales e intereses y estados individuales de sus
alumnos, para disefiar completamente el "proyecto de curriculum™ en un amplio
marco de autonomia cientifica y didactica. Se reconocen en el docente la
capacidad investigadora social, didactica e incluso cientifica y de disefio y
aplicacion del "curriculum™; amén de las atribuidas tradicionalmente.

En una Didéactica de investigacion dirigida, la actuacién del profesor podria
asemejarse, en términos bésicos, al papel del Estado Mayor en una guerra
(pacifica guerra ésta de la ciencia en conquista de objetivos matematicos).

Se plantea una estrategia heuristica. El profesor actlia con tacticas mayéuticas,



en la batalla de cada sesidén de clase. La logistica vendria a ser el trabajo de
prevision de itinerarios mateméaticos a seguir por los alumnos, preparacion de la
situacion de partida, material, etc.

El profesor dirige, si; pero la conquista la llevan a cabo los alumnos. Sentiran la
victoria como propia, porque lo es en verdad.

Actuacién del profesor que va a ser radical y decisivamente directiva en
ausencia de los alumnos, en la previsidon de la actividad a desarrollar por éstos.
Ante ellos va a mostrarse respetuosa de las iniciativas mateméaticas y
expresivas, y rectificadora de desviaciones estériles o erradas, tan s6lo cuando
el grupo haya demostrado la incapacidad de hacerlo por si mismo. Es decir, el
profesor va a actuar subsidiariamente respecto de los alumnos, en presencia
de éstos.

Al profesor, en esta nueva 6ptica, corresponderian:

1°) Diseflar el “curriculum proyectado". Conforme con tres lineas
fundamentales: exigencias de contexto, estado inicial y caracteristicas del
grupo de alumnos de cada alumno y directrices del "Disefio Curricular Basico".

2°) Llevar a cabo las "adaptaciones curriculares" pertinentes para "alumnos
con dificultades de aprendizaje”; entre los cuales se hallaran, sin duda, aquéllos
que padezcan deficiencias visuales en cualquier grado. No deben olvidarse las
destrezas especificas, tanto exploratorioperceptivas como instrumentales y de
comunicacién. En los Centros Especializados, se simplifica notablemente esta
tarea, al contarse con un "principio de homogeneidad”, aunque no sea
completa ni se hallen ausentes otras "dificultades".

3°) Confeccionar la "programacién tematica" o desarrollo puntualizado del
"curriculum proyectado”. Esto implica, entre otros aspectos: estructuracion en
el tiempo de los objetivos previstos, didactica de desarrollo, prever en principio
los itinerarios matematicos y seleccionar las "situaciones de partida”. Asimismo,
las formulas y actividades de evaluacién jmuy importante!: la "evaluacion
inicial”, ampliacion y recuperacion.

Tampoco pueden olvidarse en este punto los condicionantes derivados del
hecho de ser una ensefianza dirigida a alumnos ciegos. Tales como
caracteristicas del material manipulable, sencillez en los célculos,
representaciones gréficas factibles e idéneas, etc. Como pormenorizaciones de
la oportuna "adaptacién curricular".

4.3.2. En el aula

En la seccion anterior me referia ya al comportamiento del profesor en el
conjunto de las actividades en el aula. Comportamiento que repercutia en la
actividad de los alumnos, de cada alumno, si es inteligente y oportuno. Entra en
juego no sélo lo que diga: es importante también como lo dice, qué hace
(gestuacion) y dénde se situa en el aula para decir o hacer (en otro lugar me
referia a una experiencia al respecto).



"En cualquier caso, es siempre la personalidad del profesor la que da vida a la
ensefianza y debe despertar el interés de los alumnos". (Nevanlinna; 1978,
110).

Sensibilidad y dramaturgia. "Las cualidades pedagogicas del maestro se
revelan en su aptitud para adaptarse al auditorio, captar en retorno las
reacciones de los alumnos, suscitar la iniciativa dinAmica de su clase y
formarse él mismo gracias a este dialogo. La adquisicion de conocimientos
desencadena un comportamiento activo de profesor y alumno" (133).
Comunicacion alumno-profesor cuya respuesta profesor-alumno debe tender a
fomentar la comunicaciéon alumno-alumno y alumno-realidad en servicio de la
comunicacion alumno-Matematica.

Como antes se anunciaba, la actuacion del profesor en el aula debera estar
regida por el "principio de subsidiariedad": que no haga el profesor lo que
pueda hacer por si mismo el alumno, el grupo de alumnos. Suplirda y hasta
sustituira, si es que llega a ser preciso. Pero dejarse arrastrar por las prisas y
dar graciosamente lo que los alumnos podrian alcanzar por sus propios medios
seria suplantacion.

Y asi, le correspondera suscitar el problema ante la situacion de partida. Y, en
altima instancia, orientar, alentar, corregir; facilitar la incorporacion de términos
lingUisticos; sancionar las respuestas correctas; resumir y comentar. Pero,
repito, sélo cuando observe que las desviaciones en la actividad de los
alumnos son aceptadas irremisiblemente por todos y que las consecuencias
pueden dar al traste con el esfuerzo anterior.

Tal desviacion puede ser una discusion desordenada, como la pasividad
absoluta o la excesiva individualizacion. La eleccion de una notacion
endiablada, como otra simplona y equivoca. Una predemostracion intuitiva
errobnea, como el intento inutil por formalizar una demostracion innecesaria o
inasequible para ellos. Divagar en conclusiones marginales sin valor para el
proceso, como quedarse en la simple y llana solucion del problema propuesto.

"Para llegar a este método de ensefianza, el maestro ha de cambiar
completamente en su actitud. La respuesta correcta pasa a segundo plano; la
actitud esencial consiste en saber encontrar el camino a través de situaciones
cada vez mas complejas. Hay que poner el acento en la actividad dinamica del
investigar, mas que en el aspecto estatico de la respuesta” (Z. Dienes; 1972,
22).

Labor mayéutica, de partero o comadrona, término éste que viene
entusiasmando a los pedagogos actuales de la Matematica.

"La mayeutica es un arte dificil. Se traiciona su espiritu si se suministran una
tras otra cuestiones y respuestas. Lo esencial es animar al interlocutor a
explotar cada brizna de idea que le llegue. Es preciso respetar la personalidad
intelectual del alumno, poniendo freno a la autoridad esterilizadora del profesor"
(Glaeser; 1973, 29).



A nadie se le oculta que las dificultades en este camino son abundantes y, en
ocasiones, arduas.

"Casi siempre, el ensefiar a descubrir exige la preparacion cuidadosa de una
serie de preguntas sencillas que gradualmente conducen a las conclusiones
deseadas (...). EI método socratico debe usarse juiciosamente. Las preguntas
deben ser razonables y que puedan ser respondidas por la mayor parte de los
estudiantes; de otra manera, se sentirdn derrotados y llegaran a
desinteresarse: los estudiantes deben adquirir confianza en su propia
capacidad. Sera mas facil que lo consigan si contribuyen a la construccion de
las Matematicas que se les piden”. (M. Kline; 1978, 177).

La estrategia del experimento imaginado, que propone Polya y recomienda
Freudenthal, facilita esta tarea de preparacion de preguntas clave que
desbloguearan en su momento puntos muertos en la actividad de los alumnos.
La produccion puede llegar a ser automatica con la practica, realizada sin mas.

Y hay que advertir al profesor "rigorista” de no dejarse llevar por la
preocupacion academicista de no aceptar afirmacion sin demostracion.

"Los jovenes aceptan afortunadamente como rigurosas predemostraciones
que, en realidad, no lo son, y de ellas aprenden lo que es una demostracion.
¢Es un engafio? jNo!. Es Pedagogia. En cualquier caso, es un engafio en el
que caemos nosotros mismos. (...) No olvidemos que no hay una demostracion
rigurosa definitiva”, (op. cit, 187).

Y al profesor nervioso hay que recordarle que sepa esperar, ante una
afirmacién o paso erréneo, a que sean los propios alumnos quienes rectifiquen.
A lo sumo, suscitar la duda de la veracidad de una proposicion; inquietud que
convendra provocar eventualmente cuando la aseveracion sea cierta,
promoviendo asi el habito del rigor, pero sin excesos deformantes.

"Se introduce el procedimiento de discusién entre los nifilos. Los errores
cometidos por los nifios deben ser descubiertos por los mismos nifios; las
reglas de este juego matematico son faciles y no habra dificultad en que la
verdad aflore de la discusion. De esta forma, la verdad se admite por si misma,
mas que por el maestro encargado de arbitrarla.

"Sin embargo, esto no elimina, ni mucho menos, la accion del maestro, que ha
de estar en permanente vigilia para encauzar la actividad y actuar en el
momento oportuno; siempre con una prevision detallada del desarrollo de la
clase.

"Sabemos que es tentador interponerse y facilitar inmediatamente el proceso,
cuando los nifios cometen un error, para decirles en el acto como deben
hacerlo; se trata ahora de que el maestro sepa conducir al nifio hasta que
descubra por si mismo la situacion correcta. De esta forma, los nifios fijan
mejor la solucion que cuando es el maestro quien dice lo que deben hacer.

"Esta Metodologia lleva implicita, como puede apreciarse, una serie de
condicionamientos desde el punto de vista de la auténtica actividad de los



nifios y facilita realmente la verdadera autoformacién.” (Buj Jimeno; 1972, 9).
Advertencia:

"No debe esperarse idéntico ritmo de progreso en todos los nifios. Y no debe
confundirse la vivacidad de comprension con la capacidad de raciocinio."
(Dienes; 1972, 17).

¢,Nos dejaremos vencer por el pesimismo? No; simplemente, hay que ser
conscientes de las limitaciones de toda Metodologia. Si fuera perfecta, se
estaria utilizando universalmente desde tiempo inmemorial.

"El problema es la existencia de tan pocos profesores de Matematicas que
tengan auténtica experiencia en la resolucién de problemas. Incluso la mejor
escuela de educacion no ha conseguido producir este tipo maravilloso de
profesor con un adiestramiento tal en los métodos de ensefianza que pueda
hacer comprender a los estudiantes las cosas que €l mismo no comprende
bien... " (Polya; 1966, 467).

Y, sin embargo, ¢qué profesor que haya seguido métodos activos no tiene
alguna experiencia personal de comprender mucho mejor algo, un concepto,
una técnica, tras hacérselo descubrir a sus alumnos? Es que el profesor puede
aprender del modo de aprender de sus alumnos.

4.3.3. Con el alumno ciego

Me detendré ahora en considerar como parece repercutir en la conducta
comunicativa del profesor la inclusion en la clase de un alumno ciego. No es
exclusiva de la "Educacion en Integracion™: cambiese "un alumno” por “"cada
alumno", y ya puede trasladarse a la "Educacién Especializada". Ni que decir
tiene que se trata de una "apreciacion personal”, que esta en funcion de los
alumnos con los que me he tropezado, ciegos y videntes, y quizas de mi propio
temperamento.

La atencién del alumno ciego esta mucho mas centrada en la actividad que
despliega el profesor, respecto de la actividad del grupo de la clase o de la de
€l mismo, que en el caso del alumno vidente. Es decir: que el alumno ciego
confiere al profesor un mayor caracter de "intermediario”, haciendo depender
su actividad en buena medida de los estimulos que de él proceden.

Penosa situacion ésta, tipica de métodos pedagodgicos de antafio. Queda
favorecida auto favorecida la pasividad habitual del alumno y corremos,
ademas, el riesgo de que nunca alcance autonomia para el aprendizaje. El dia
de mafiana estara colgado de los libros de lo que dicen los libros, tal como hoy
lo esta de la lengua del profesor de lo que cuenta el profesor y ayer lo estuvo
de las faldas de mama...

Para colmo, en la ensefianza de ciegos la comunicacion alumno-profesor se ve
limitada por una menor expresividad por parte de aquél, con lo cual el profesor
dispone de menos datos sobre las reacciones del alumno y su integracion en la



actividad grupal. Apenas refleja gestualmente o en la actitud corporal la
comprension, desasosiego, atencion o aislamiento. La comunicacion alumno-
profesor queda reducida, casi exclusivamente, a la forma de lenguaje hablado.
Como siempre, se ruega no tomar estas afirmaciones como categoricas,
definitivas o indudables.

¢, Cual es el origen inmediato de esta actitud de dependencia aparentemente
insuperable?

Al margen de una actuacion inadecuada y continuada del profesor, que intenta
suplir la inadaptacion del alumno al nuevo estilo de trabajo, o de la inercia por
la didactica que venia padeciendo, para mi esto podria ser debido a un
elemento, imprescindible en un aula para videntes e inutil para el ciego: el
tablero.

En el tablero se van reflejando los productos del trabajo del grupo, ya sean
materializados por el profesor, ya por los propios alumnos. El alumno esta
pendiente de "lo que se va haciendo en la clase"; para el vidente, se transforma
en "lo que se va escribiendo en el tablero”, y para el ciego en "lo que va
diciendo el profesor". También en ambos casos hay un reflejo en las
realizaciones personales escritas o dibujadas; pero mientras para uno puede
considerarse "copia”, para el otro son "traduccion”.

Y esta condicion de "tablero parlante" del profesor, atractivo permanente de la
atencion del alumno ciego, hara que éste reciba al mismo tiempo y en toda su
intensidad los estimulos verbales emitidos por aquél, unicos que percibe. No es
pernicioso, pero favorece la pasividad y dependencia, hasta el extremo de
cuajar en actitud permanente.

Curiosamente, la situacion es menos problematica en el caso de un alumno
ciego en un grupo de videntes, siempre, claro esta, que siga normalmente el
decurso del trabajo del grupo y no sea reo de pasividad por otras causas. Pues
la condicion de "tablero parlante” suele asumirla "el compafero de al lado",
quedando el profesor en su papel natural, mas la actuacion diferencial que
debe ejercer sobre dicho alumno ciego por sus caracteristicas personales.

Para un grupo de alumnos ciegos y deficientes visuales Centro Especializado,
los remedios a esta desviacion se deducen de forma inmediata: que las
funciones de "tablero parlante” las ejerzan de ordinario los propios alumnos,
habituandose a decidir con claridad los resultados que merecen la pena de ser
reflejados por escrito o graficamente lo que exige un mayor orden en la
discusion; y tifiendo las intervenciones intencionales del profesor con
tonalidades o modos de expresion diferenciales. Todo ello sin olvidar que lo
esencial es que el alumno trabaje con su propio instrumental, dibujando,
escribiendo, manipulando, favoreciendo el didlogo personal alumno-
Matemética.

Aun le corresponderan al "profesor de aula" un buen numero de funciones
diferenciales tendentes a garantizar la correcta informacion del alumno ciego,
seguimiento del trabajo, uso adecuado del instrumental y cddigos, deteccion de



deficiencias, etc.

4.4. DIFICULTADES

Si no fueran esperables dificultades en el quehacer del alumno deficiente
visual, no se hubieran escrito estas paginas. Los romanticos hablaran con
ligereza de "normalizacién", "equiparacion”, "supresion de barreras de todo
génera”, "integracion”..; en el fondo, piensan pido disculpas por el "juicio de
intenciones" en "reduccion de objetivos”, en "exencion" a fin de cuentas. Otros,
tal vez por un mayor contacto con la realidad educativa y no tener miedo al
esfuerzo, de "dificultades" y "adaptacién". Enunciemos de una vez por todas
nuestro "lema de trabajo":

Adaptacion, si; exencion, no.

De hecho, la Reforma en curso en Espafia (1990) se refiere a los "alumnos con
dificultades de aprendizaje"; entre ellos, los que padecen algun tipo de
deficiencia visual que incida gravemente en los procesos didacticos. Aunque
dificilmente puede hablarse de "curriculum general", para estos alumnos se
considera necesaria una "adaptacion curricular".

Pero: jcuidado que la "adaptacion" no sea coartada para la "exencion"
curricular! Porque lo facil y comodo es negar el problema, y, asi, evitarlo: para
no hallar tropiezo, dejar de ir adonde debiamos.

Por consiguiente, la "adaptacion auricular® no puede convertirse en un
"expediente de rebajas" o "liquidacién” de objetivos o contenidos. A menos que
el planificador, en su afan practicista eleve a la categoria de objetivo y aun
contenido en Matemética lo que no pasan de ser meros procedimientos o
destrezas de orden instrumental; y algo de eso ocurre en nuestros dias. Por
quedar enganchados en los términos, no se deslindan adecuadamente
"adaptaciones de acceso" y "adaptaciones significativas”.

La "adaptacién curricular" implica un doble orden de conocimiento en
profundidad:

. Importancia y papel de los objetivos y contenidos del curriculum del Area
Matematica; con una clara conciencia de los aspectos esenciales no
modificables y accidentales objeto de la "adaptacién de acceso".

. Dificultades de orden practico, relacionadas con la falta de vision;
consecuencias inmediatas e inevitables, unas, derivadas indirectamente y
objeto de intervencion didactica, otras.

Hasta aqui, no habra sido dificil estar de acuerdo. Mucho més lo sera convenir
qué aspectos o puntos del programa son intocables, o cuales pueden
sustituirse, ¢evaluarse o ser suprimidos sin mas. Otro tanto nos ocurriria con
qué dificultades guardan nexo real con la carencia visual, si son susceptibles o
no de tratamiento educativo, si influyen en el quehacer de la clase de




Matematica y son atendibles en ella, etc.

Una "adaptacion curricular" para un alumno ciego o deficiente visual, implica,
ademéas de las ordinarias exigencias de contexto y personales del alumno
analogamente a cualquier otro “curriculum”, concepciones de orden
matematico y conocimientos acerca de la deficiencia en si, sus consecuencias
y formas de actuacion para mitigar sus efectos.

Incluso puede gue estas concepciones den lugar a la incorporacién curricular
de objetivos especificos, relativos a destrezas de orden perceptivo,
comunicativo, instrumental, de autonomia, etc.; con caracteristicas Yy
actividades definidas, o impregnando aspectos varios del curriculum.

Indudablemente, el "profesor de aula" de un centro ordinario es dificil se halle
capacitado para evaluar estos aspectos, y llevar a cabo la oportuna "adaptacion
curricular"; al menos, cuando reciba en su clase por vez primera a un alumno
deficiente visual. Precisard entonces del trabajo conjunto con el "profesor
especialista”.

Aunque sélo tenga caracter indicativo, he aqui un posible resumen de
perturbaciones que pueden observarse en los procesos de ensefianza-
aprendizaje de alumnos ciegos o deficientes visuales.




aspectos de los procesos de ensefianza aprendizaje con riesgo de ser

perturbados por una deficiencia visual

1.Comunicacion
en el aula

2. Material
especial

3. Ubicacion y
desplazamientos.

4. Exigencias
psicopercep.

lengua comun
hablada

lengua comun
escrita

lenguaje
simbdl.mat.

lenguaje
graficogeom.

leng. gestual y
actitudinal

leng. de comp.
fisicos
material/instrum
ental de lectura

instrumental de
escritura

instrumental de
dibujo
instrumental de
calculo

material
pedagdgico
auxiliar

ritmo de
ejecucion de
tareas

niveles de
complejidad de
las tareas

pérdida de referentes metéaforas de ref. visual

empleo del Braille recurso al lector

N.M.Braille,
traduccion

dific. inher. necesidades de

version haptica dific. de descripcion

dificultades de traduce, inexpresividad

contacto fisico, estatic. necesidad de traductor

textos Braille

maquina Perkins o similar

lamina de caucho y accesorios represent.
hapticas espec.
calculadora parlante ordenador, con "Linea

Braile"
version haptica

mesa amplia o suplementaria accesibilidad
del/al profesor
al

lentitud explor./percept. lentitud intrins.

instrum acumul. de tension/fatiga

menor complej. exploratoria menor complej. de
datos sencillez de presentacion

Ciertamente, algunos de estos "factores” no son exclusivos del alumno que
padece alguna carencia visual: las caracteristicas exploratorias del objeto, la
informacion previa, influencia en la curva de fatiga, etc. S6lo que la deficiencia
torna estos "factores" mas "eficaces", potenciando la dificultad causada.




Factores que inciden en el ritmo de trabajo didactico
de alumnos deficientes visuales
A) Con resto de vision

Consecuencias de la def. v. factores suscep. de interv.
adecuacion de las ayudas
Tipo de ayuda 6ptica a utilizar adecuacion del uso

practica y destrezas

iluminacién
Caracteristicas del resto visual y distancia
movimientos de exploracién esquema corporal y postura

nivel de entrenamiento

técnica aplicada
Probable complejidad de perceptos (segun resto visual y caract. del
objeto)

informacion previa
Lentitud y esfuerzo expl/percep. practica
técnica aplicada

tensién/fatiga del momento
Curva de fatiga caract./duracion de tareas
técnicas aplicadas

El analisis de estas dificultades y factores que con ellas guardan relacion,
debera llevarnos a la adopcién de medidas tendentes a paliar estas
dificultades, mediante una intervencion sobre los factores que las agudizan.
Como serian:

. Evaluacion de los medios empleados ayudas 6pticas e instrumental de
trabajo. Posible sustitucion o modificacion.

. Evaluacion inicial del estado de adquisicion y desarrollo de las destrezas a
emplear. Posible aplicacién de programas de recuperacion o desarrollo.

. Control del ritmo de realizacion de las tareas. Que debera dar lugar a una
organizaciéon de la actividad y adecuacion del ritmo del grupo, conforme a un
ritmo asequible (lo que no significa necesariamente el ritmo marcado por el
alumno mas lento, pero si ritmo con opcién a que se incorpore el alumno mas
lento, sin perturbacion grave de la marcha del grupo), u organizacion por
grupos de ritmo analogo, con tareas adecuadas. De forma muy concreta:
prevision de tiempo suplementario para tareas evaluatorias (en términos
generales: un 50% mas del previsto para un alumno sin dificultades).




Factores que inciden en el ritmo de trabajo didactico
De alumnos deficientes visuales
B) Sin resto de vision

Consecuencias de la ceguera factores suscep. interv.
lentitud intrinseca
Instrumental de trabajo... tipo de tarea

adecuacion de las técnicas
practica y destrezas

caract. del objeto percep.
nivel de estimulacién

tension
Caract. del sistema haptico Fact. somafogos fatiga
temperatura
y movimientos de explor. Fact. somafogos humedad

inf. previa (contexto)
. L caract. del objeto
Complejidad de los pera hapticos técnica aplicada
inf. previa (contexto)
caract del objeto
tension/fatiga del momento
Lentitud/esfuerzo expl/percept. esquema corporal

entrenamiento y practica

tension/fatiga del momento
caract./duracion de tareas

Curva de fatiga... instrum. a emplear y destr.
practica adquirida

4.5. INICIACION METODOLOGICA DEL ALUMNO

Tengo la impresion de que en este capitulo mas que de Didactica se ha
hablado de Metodologia. Espero, al menos que se haya notado la intencion de
que cualquier recomendacion al profesor ha sido hecha pensando en el trabajo
a desarrollar por el alumno.

El trabajo que corresponde al alumno es el de matematizacion propiamente
dicha, tarea que se supone ya superada por el profesor, poseedor de los
contenidos objeto de la ensefianza. Se advertia en algun otro lugar que la
matematizacion elemental se concretaba en las operaciones de abstraccion y




formalizacidon. Abstraccion a partir de la realidad manipulable o representada; y
formalizacién expresada mediante los distintos tipos de lenguaje. A los medios
especificos empleados por el ciego va dirigido el capitulo préximo.

Ahora bien, ¢son suficientes las indicaciones dadas, por muy justificadas que
estén, como para garantizar el éxito en la aventura matemética conjunta? Si
nunca se trabajo asi, ¢sabran profesor y alumnos amoldarse al estilo
propuesto? ¢Les costard mucho? Al profesor, por supuesto; amén del miedo al
fracaso y de la posible pérdida de prestigio. Y a los alumnos... jno digamos!:
aunque sea lo que les pide el espiritu y en términos castizos de hoy el cuerpo.

Habr& que entrenarse. ¢ Como? Como aprenden los patos a nadar: nadando.

El miedo llevara al principio al profesor a preparar cuidadosamente todos los
detalles, imaginando todas las dificultades posibles, previendo momentos
cruciales, preguntas y respuestas. Haciéndose alumno a si mismo y ante la
situacion de partida. No es una invitacion al desdoblamiento de personalidad:
es la técnica del "experimento imaginado".

Y manos a la obra, a llevarlo a la practica con los alumnos, que la
experimentacion directa aporta sugerencias mil que dirigiran la preparacion o
rectificacion del trabajo proximo. Y el tiempo a dedicar a la preparacién se
acorta. Y se ven los frutos. Y Vd. habra incorporado a su personalidad la faceta
de "investigador en Didactica de la Matematica".

Respecto de sus alumnos, puede Vd. considerarse por algun tiempo "mama
pata” desde luego, mucho mejor que "mama clueca" y lanzarlos sin mas ni
mas; que ya aprenderan, por las buenas o por las malas... (no estoy hablando
de sanciones ni palmetas).

Tal como contaba Révuz de un profesor de Secundaria quien planted a sus
alumnos un problema que requeria para su resolucion una técnica desconocida
para ellos. El primer dia transcurrié entre la perplejidad y las protestas de éstos.
El segundo, convencidos ya de que su maestro iba a continuar, impertérrito,
con lo que calificaban de "broma", intentaron en vano resolver el problema
aisladamente o por grupos. Al tercero, acordaron conjuntar los logros e ideas
parciales. Y el cuarto, conseguian descubrir la técnica, oculta en un principio.
En todo este tiempo, el profesor no hizo sino repetirles machaconamente que
tenian capacidad suficiente para hacerlo solos.

Pero también puede seguir un itinerario de iniciacion progresiva a la
participacion en la investigacion, al trabajo en equipo y a la iniciativa personal.
Le propongo una técnica de ampliacion progresiva del &mbito de comunicacion.

Como se trata de no perder ni una sola clase del curso, tome Vd. un tema que
vaya a iniciar dentro de unos dias. Decidido el posible camino matemético a
seguir, la situacion de partida y material a utilizar, confeccione un programa de
trabajo personal tipo "ensefianza programada" o "asignacién personal' que
conduzca a un objeto matematico bien determinado y cuya extension y
dificultad permitan que la inmensa mayoria de los alumnos lo finalicen en una



sesion de clase. Mejor si continGa hasta completar un segundo programa.

Confeccione ahora uno o dos programas para trabajo en equipo, que enlace
con los anteriores. Ya sabe que aqui los "items" podran ser menos evidentes
en su formulacion y en su realizacion, pues el trabajo en equipo permite la
interpretacion y la correcciébn en comun. Tampoco superaran una extension tal
gue no los hagan realizables en una sesion de clase. Si son dos los programas,
el segundo puede reducirse a una serie de indicaciones sobre las cuestiones a
plantearse concatenadamente.

Por udltimo, prepare Vd. su actuacion para una o dos sesiones de trabajo con
todos los alumnos conjuntamente.

Si calcula que en todo este programa se le va a agotar el nuevo tema,
multiplique en cada programa individual o de equipo los ejercicios de fijacion de
conceptos, adquisicion de automatismos o de relacion con otros conceptos
matematicos. Pero, por favor, no prive a las sesiones de trabajo en grupo
coloquial de la consecucion de un objetivo matematico antes ignorado.

Asegurese de que todos los materiales van a estar disponibles el dia previsto
para cada uno de ellos, incluido, si es que va a necesitarse, el material que
fundamenta la situacién de partida. Y...

Conocida la situacion de partida por todos los alumnos compruébelo, distribuya
los programas de trabajo personal para esa sesion. En principio, cada alumno
trabajard individualmente, sin otra posibilidad de consulta que Vd. mismo. Por
supuesto, que Vd. controlara continuamente la marcha de cada uno, aunque no
se lo reclame. Apreciard sus propios errores en la confeccion del programa
normal para quien no tiene practica en este tipo de trabajo. Pero no les de
respuesta alguna: aclare enunciados, formule oralmente cuestiones puente,
sugiera representaciones o nuevas formulaciones, etc. Y siempre, de modo
individual.

Si observa que la marcha es fluida, hacia la mitad de la sesion adviértales de la
posibilidad de cambiar impresiones con algun compafiero proximo, que no tiene
por qué ser siempre el mismo. Eso si, uno a uno y en voz baja, para no distraer
a los vecinos o incitarles a la comoda consulta. Adviértales también que lo
interesante es realizar cada cual su propio trabajo. No es una competicion, pero
se acostumbraran a trabajar solos.

Puede seguir el mismo procedimiento para la segunda sesién. Observara que
las consultas son minimas, al menos a Vd. apenas le solicitaran ayuda.

Nada le digo sobre el trabajo de los equipos, sino velar para que todos hagan
todo, o colaboren al menos, en todo. Cada alumno debera efectuar la escritura
0 representacion gréfica que vaya exigiendo el proceso: no basta con que unos
anoten y los demas elucubren o discutan; o, viceversa, que sea uno
exclusivamente quien realice el esfuerzo investigador y el resto se limite a
corroborar la marcha del proceso.



Para la iniciacion al trabajo conjunto de todo el grupo de la clase, sera
conveniente, pienso, que comience Vd. por llevar la batuta del descubrimiento,
formulando preguntas a los alumnos: personalizadas, al principio, de forma
impersonal, mas tarde. Aprenderan asi a formularse las cuestiones, tarea que,
en rigor, debiera corresponderles a ellos, y asegurara al mismo tiempo la
participacion de todos. Paulatinamente, cederd el paso a la participacion
espontanea y les animara a formular dichas cuestiones. Hasta que quede Vd.
relegado al papel natural de moderador y director del trabajo de investigacion.

Si en ese itinerario de entrenamiento se acude a técnicas de ensefianza
programada, es porque las considero un buen procedimiento para acostumbrar
al alumno a prescindir del profesor, aunque su aportacién a la formacién
investigadora apenas alcance al aspecto formal o a introducir habitos de
representacion o expresion gréafica de situaciones matematicas.

Me dira Vd., y con razén, que todo esto quedaria mucho mas claro con un
simple ejemplo. Este trabajo tiene un complemento necesario, que lo origind,
como se han hecho y hacen las cosas: la préactica.

Envidio a D. Pedro Puig Adam en su "Didactica Matemética heuristica”, relato
escrito de lecciones impartidas. Y envidio a quienes pueden hacer varias cosas
alavez.

Confio que las lecciones que se incluyen en el Capitulo 7 proporcionaran
alguna idea al respecto. Aunque no han sido incluidas como modelos de
iniciacion metodoldgica, pueden adaptarse facilmente a guiones de "trabajo en
equipo” e incluso desplegarse en items para un "programa personalizado”.

4.6. EL PROBLEMA DE LA EVALUACION

La evaluacién es parte esencial del proceso educativo. Sin ella, no puede
afirmarse o negarse que haya habido progreso, sea en adquisicion o fijacion de
conocimientos o técnicas, mejoramiento en la actitud, profundizacién en los
valores.

Y no interesa tanto el "juicio” o "valoracion" del estado o proceso, como la
determinacion de los aspectos concretos en los que cabe esperar un "mayor
rendimiento” o "mejor factura”. Esa concrecion permitira adoptar decisiones de
"rectificar rumbos", intensificar esfuerzos, ampliar tiempos, etc. En una palabra:
la evaluacion puede y debe determinar puntos de rectificacion, y sefalar
incluso los medios para lograrlo eficazmente. Es decir: la evaluacion debe tener
caracter formativo que permita incidir en el proceso, modificAndolo en orden a
la obtencién de los objetivos prefijados.

Claro esta que este fin "formativo" o de reconduccion del proceso también
puede considerarse en sus momentos extremos, como evaluacion relativa no
tanto al proceso considerado en si, sino respecto de "otros procesos"; aunque
puede que genere decisiones que lo alteren, si no el proceso mismo, sus
posibles reiteraciones. Es el caso de la "evaluacion inicial”, con su fin de
"prondstico”, y la "evaluacion sumativa”, con su valor de "diagnostico” o de



"sancion final" no se entienda connotacién negativa.

La evaluacion tiene, ante todo, un valor formativo. Siguiendo a L. Alian (1979),
comprenderia tres etapas esenciales: "1) recogida de las informaciones
relativas a los progresos y dificultades de aprendizaje del alumno; 2)
interpretacion de estas informaciones, en una perspectiva con criterios
referenciales y, en la medida de lo posible, diagnéstico de los factores que
estan en el origen de las dificultades de aprendizaje observadas en el alumno;
3) adaptacion de las actividades de ensefianza y de aprendizaje en funcién de
la interpretacion de las informaciones recogidas.". Que equivale a una
definicion de la evaluacion formativa en términos de "accion pedagogica”.

Pero la evaluacion no despliega todos sus benéficos influjos, si no se convierte
en auto evaluacion: si no se acepta consciente y libremente como "correcto” el
juicio que se emite sobre la adecuacion del progreso que se ha realizado: si no
hacemos nuestro ese juicio, haya sido construido por nosotros mismos
autoevaluacion, en sentido estricto, o por otros heteroevaluacion.

No es disparatado poner el ideal de evaluacion en la auto evaluacion. De
hecho, a lo largo y ancho de la vida profesional, familiar, social, y conforme a
los baremos que hayamos asumido, ella reconducira nuestros propositos y
decisiones, nuestras rectificaciones y movimientos de avance. Designese por
examen, autoanalisis o cualquier otro término. Raras veces lamentablemente,
casi nunca podremos contar con la ayuda de un observador imparcial y
amistoso que nos advierta del error y nos prevenga de la catastrofe, pequefia o
grande: que ejerza con nosotros la heteroevaluacion. ¢Por qué no iniciar su
practica en la escuela?

Es insuficiente que se nos advierta que no alcanzamos el nivel preciso, que
algo marcha mal, que es necesario mejorar, estudiar mas, profundizar,
crecer...; es necesario que nos lo digamos a nosotros mismos. El castellano es
muy claro: no basta conocer, hay que reconocer. Si no, dificilmente surgira la
decision de mejora, de cambio, de esfuerzo orientado.

Esperar a las consecuencias irremediables, es perder un tiempo precioso.
Nunca es tarde para rectificar, pero cuanto antes, mejor: antes también podra
retomarse el camino con garantias de éxito. La evaluacion, la auto evaluacion,
debe ser continua: una actitud permanente, un estado del espiritu en vigilia.
Asi, ademas, los errores no son fracasos, se tornan fuente de experiencias
aprovechables.

El alumno ciego o deficiente visual especialmente, el que se halla integrado en
un centro ordinario se ve forzado mas frecuentemente al ejercicio de la auto
evaluacion.

Se ve disminuido en sus posibilidades de "aprendizaje por imitacion". Apenas
puede contrastar su quehacer y sus resultados con el de los demas
compafieros o adultos, salvo indirectamente: las ocasiones son puntuales,
aungue se reclamen o fijen frecuente o periodicamente; pero no cuando surge
la necesidad, sino cuando es oportuno y accesible. En el caso de la educacién



en integracién, sus técnicas de trabajo son, en general, diferentes a las de
quienes le rodean: no puede aprender de ellos, y tampoco pueden
ensefarselas.

El alumno ciego o deficiente visual precisard de un mayor esfuerzo reflexivo,
para mejor conocer sus posibilidades y limitaciones, desarrollar técnicas de
trabajo y comunicativas, detectar prontamente los aspectos en los que precisa
consulta o pedir ayuda, intensificar el estudio o la practica. ¢ Cémo ayudarle?

Dos son los aspectos a evaluar en la actividad didactica del alumno ciego en la
clase de Matematica:

1°. Nivel de aprovechamiento didactico matematico, respecto del grupo.

2°.  Dominio de las destrezas y técnicas especificas y manejo adecuado del
material especial; que puede formar parte de los Objetivos Generales, en la
oportuna Adaptacion Curricular, o considerarlo como Objetivo Extracurricular,
segun opticas.

Las particularidades u objeto de la observacion cotidiana dentro de una
"evaluacion continua” son idénticos a los sefialables para el alumno vidente.
Pero la informacién del "juicio evaluatorio" al propio alumno ciego es mucho
mas trascendente: quizas no disponga de la oportunidad de ser corregido, en
su caso, sino por una informacién explicita, privado de la oportunidad de
comparar su trabajo con la plasmacién en el tablero, la mirada o gesto
reprobatorio o aquiescente o el intercambio de cuadernos con un compafiero.
Salvo las indicaciones del profesor suponiendo que esté capacitado, solo le
queda el recurso a la reflexion autoevaluatoria, la revision critica del propio
trabajo, la auto evaluacion.

Andaloga consideracion merece la evaluacion de trabajos y actividades de
envergadura, dentro o fuera de la clase, individualmente o en equipo.

La preocupacion mas frecuente de un profesor de Centro Ordinario con un
alumno ciego o deficiente visual en su aula sera como realizara éste las
pruebas o exdmenes. Sin entrar a discutir la conveniencia o necesidad de tales
pruebas; llamense "controles”, "examenes", "pruebas"..., e independientemente
de la forma que tomen: oral o escrita, "prueba objetiva", "cuestiones",

"problemas"”, "ejercicios", "trabajo": un cierto dia, a una hora, en circunstancias
controladas, con repercusién definida.

El problema lo es ante todo para el "profesor de aula” de un Centro Ordinario:
en un Centro Especializado, la practica y tradicion aconsejan como obviedades
las férmulas de presentacion y realizacion mas adecuadas.

A mi juicio, pueden distinguirse varios aspectos en una "prueba" y su
realizacion. Los comento a la par que los enumero:

1°. Contenido de la prueba. Siguiendo fieles a nuestro principio de
adaptacion, si; exencién, no, se concluye que: idéntica prueba que los



compaferos del mismo nivel, en cuanto a dificultad matematica, extension,
complejidad interpretativa y expresiva, etc. Lo que supone que las Unicas
diferencias, si las hubiere, seran de orden formal o de formulacion intimamente
ligadas a él. Sin embargo, seré preciso, en algunos casos, aplicar criterios de
simplificacion en aspectos expresivos. Se contemplan mas abajo.

2°. Forma de presentacion de la prueba; o "enunciados", en cuanto
"instrumento de aplicacién".

De ordinario, y segun el grado de complicacién y extension, se proporciona a
los alumnos un ejemplar policopiado, incluyendo expresiones en lengua
natural, simbdlico matematica y grafico geométrica, si las contiene; aunque
también suele presentarse como combinacion del dictado de cuestiones con
expresiones expuestas en el tablero.

En cualquier caso, el alumno ciego debera disponer de los enunciados en
Braille, si hay representaciones graficas, éstas adaptadas en relieve,
exactamente igual que al resto de comparieros, no importando en qué forma se
les haya proporcionado.

El profesor especialista colaborard en esta tarea preparatoria, con la Unica
condicién de prever con antelacion suficiente el contenido de la prueba y la
fecha en que sera aplicada. Si se dispone de impresora braille, y para pruebas
que solo incluyen expresiones en lengua natural o simbdlicas muy simples, el
propio profesor de aula puede efectuar la trascripcion, empleando sencillos
programas de ordenador; en fase experimental se encuentran programas
informaticos de reproduccién de figuras y diagramas en relieve.

En Ultima instancia, se dicta al alumno la prueba o partes mas significativas, al
comienzo de su aplicaciéon. Pero teniendo en cuenta que esto supone "pérdida
de un tiempo precioso”, posibilidad de errores en una trascripcion precipitada y
nerviosa e incremento de fatiga. La situacién puede llegar a ser dramatica con
las llamadas "pruebas objetivas" integradas por multitud de items; sélo debe
aceptarse como solucion extrema. Desgraciadamente, la imprevision, el
desconocimiento de otras soluciones o por qué no apuntarlo la dejadez han
hecho habitual lo que debiera ser excepcional.

Puede ocurrir que una prueba o una de sus partes se base en una situacion
gréfica (figura, diagrama, tabla, etc.) cuya dificultad esté influida por el tipo de
exploracion visual, haptica; proyeccion plana de forma tridimensional,
representacion figurativa compleja, tabla numérica excesivamente amplia, etc.
Serd necesario, entonces, proceder a una adaptacion simplificativa o
traduccién que, sin mengua de su objetivo evaluatorio matemaético, la torne
accesible para el alumno ciego total. Nunca suprimirla o sustituirla
esencialmente.

Cuando el alumno cuenta con resto visual, no es necesario esta precaucion.
Ahora bien: conviene que las graficas o expresiones recogidas sobre el tablero
si es el caso se hallen a su disposicion sobre papel. Se le facilita de este modo
la exploracién o copiado, con ahorro de tiempo, posibles errores y solicitud de



aclaraciones.

3°. "Forma expresiva" del alumno, o "modo de respuesta”; lo que implica qué
medios seran precisos para la realizacion material.

En Matemética, lo usual es la realizacibn de la prueba por escrito. Es
infrecuente en nuestros dias la forma oral, con o sin explicaciones en el tablero;
formula ésta que no debe aplicarse de forma diferencial al alumno ciego ni
siguiera excepcionalmente, ya que supondria una variante importante en las
condiciones de aplicacion/realizacion respecto de los otros alumnos.

El alumno ciego se servirA de sus Utiles ordinarios de trabajo: "maquina
Perkins”, "lamina de caucho" para dibujar, calculadora parlante de ser
necesaria, tablas numéricas, etc.; o texto braille y apuntes, si son menester.
Pero esto conlleva, en primer término, la disponibilidad de espacio: mesa
amplia en la que extender sin embarazo su parafernalia instrumental; o, si
dispone de resto visual, ayudas Opticas, iluminacion y mesa adecuadas. El
tablero de la prueba oral se sustituiria por el instrumental ordinario de dibujo o
escritura.

En cursos avanzados también puede emplearse el ordenador para la escritura
de expresiones formales. De este modo, el profesor tiene acceso inmediato a
las respuestas introducidas por el alumno, sin mas que visualizarlas por
pantalla o imprimirlas en tinta.

4°.  "Plazo de ejecucion"; analogo que no idéntico al requerido por un alumno
vidente.

Las inevitables diferencias de exploracion perceptiva de la prueba y la lentitud
instrumental implican un rendimiento temporal claramente inferior del alumno
con carencias visuales respecto del que no las padece. En consecuencia, debe
preverse un plazo mayor de ejecucion, condicionado a las caracteristicas de los
enunciados y tareas a realizar. En términos generales se viene tasando en un
50.

Pero a menudo surgen complicaciones: imposibilidad del alumno o del profesor
de prolongar el tiempo destinado a la prueba, ocupacién del aula, etc. El
abanico de posibles problemas es imprevisible. También el de soluciones:
anticipar el momento de comienzo de la prueba para ese alumno, aislarle en
otra aula o un despacho si asi conviene, solicitar para él la clase anterior o
siguiente con otro profesor... Pero nunca reducir las dimensiones de la prueba
en su contenido esencial: a lo sumo, dispensarle de la ejecucion de algun
aspecto de calculo rutinario, por ejemplo, del que exista evidencia publica de su
dominio; jaméas aminorar la exigencia o sus posibilidades de éxito.

Todavia un ultimo aspecto, que si bien no influye en la evaluacion propiamente
dicha, provoca no pocas preocupaciones en los profesores, de centros
ordinarios:

5°. Correccion de las pruebas escritas en braille.



Ausente de toda consideracion en el caso del alumno que trabaja en tinta, o en
las pruebas de respuesta grafico geométrica. (No cabe alegar aqui un "sélo él
puede leer lo que escribié o dibujé"; si, como se indico en 2.3.2, su expresion
carece de valor comunicativo, debe cambiar de codigo o perfeccionarlo
convenientemente con urgencia).

Tres alternativas:

. Lectura por el propio alumno. Con preferencia, inmediatamente después
de realizada la prueba, o en momento posterior. Tiene la ventaja de solicitar
aclaraciones, ser ocasion para promover la auto evaluacion, facilitar el dialogo
profesor / alumno, comentar las vicisitudes diarias, dificultades con que
tropieza, etc. También el inconveniente de soslayar el valor de la prueba para
la expresion escrita del alumno rigor ortografico y sintactico, en especial, para
el lenguaje simbdlico-matematico.

. "lluminacion” del escrito por el profesor especialista (o trascripcion braille
tinta). Diferido en el tiempo, con ocasion de su visita al centro o remitido via
mensajero. No cabe duda de su profesionalidad: discrecion, meticulosidad,
eficacia. Pero la estricta precision del braille puede dar lugar a equivocos y aun
errores que sélo el contexto y dominio efectivo de la Notacibn Matemética
Braille pueden decidir como error material de pulsacion o error conceptual y
gue escaparian a la formacion de dicho profesor especialista, sélo dilucidables
por la aclaracién del propio alumno.

. Correcciéon por el profesor de aula, conocedor del braille y su notacion
matematica. Infrecuente, pero posible y deseable; no faltan casos.

Para ello, no es necesario poseer la capacitacion técnica en cuanto al braille se
refiere, que caracteriza al profesor especialista. Le basta conocer el braille
literario y los signos fundamentales usados en Matematica: expresiones
numeéricas, signos de operaciones elementales, uso del paréntesis auxiliar, etc.;
estos rudimentos se logran en pocas horas de estudio y practica. De esta
forma, s6lo quedan fuera de su alcance las expresiones simbdlico mateméticas
complejas si las hubiere que son aclaradas por el propio alumno..

Contar con alumnos ciegos o deficientes visuales en el aula no es cémodo.
Puede causar perplejidad, desorientacién, ciertas complicaciones. Pero
desaparecen o se mitigan con algo de esfuerzo, atencion y sensibilidad por los
detalles y, sobre todo, interés profesional. Bastan unas pocas ocasiones para la
experiencia y las sugerencias y colaboracién del profesor especialista y de los
propios alumnos para encontrar y aplicar las soluciones mas convenientes.

Al mismo tiempo, se esta produciendo un enriquecimiento del propio "profesor
de aula", quien quedara apercibido de no pocos aspectos generales de la
ensefianza, que redundaran en beneficio del resto del grupo y que, de otra
manera, Quizds permanecerian encubiertos por rutinas inconscientes.
Indirectamente, se esta generando un proceso de formaciéon permanente del
profesor, y se esta mejorando la calidad de la ensefianza.

Volver al indice / Inicio del Capitulo



CAPITULO 5

LENGUAJES, MATEMATICA Y ALUMNO CIEGO

5.1. COMUNICACION Y MATEMATICA

La esencia de la ciencia, de cualquier ciencia, no es la comunicacion. Pero la
comunicacién esta en la esencia de la ciencia, de toda ciencia.

En un primer sentido, el conocimiento cientifico cualquier conocimientos un
acto de comunicacién, en cuanto que el objeto transmite la verdad de su
realidad. Como emisor, activo, en cuanto actualidad, pero no intencional en si
mismo. Que transmite al sujeto cognoscente como receptor pasivo, en cuanto
al conocimiento recibido, pero intencional en el acto de recibir. Pido disculpas a
los semidticos y alguno eminente tenemos en Espafia por las licencias que me
permito, al utilizar en modo extensivo el concepto de comunicacion, asimilando
a ésta el hecho del aprendizaje realidad-alumno.

5.1.1. Funciones atribuidas al lenguaje

La ciencia no queda constrefiida al &mbito individual. Existe el hecho
sociologico de la comunicacion del conocimiento, cientifico o no, para el
contraste, enriquecimiento y aprovechamiento comun de esfuerzos.
Comunicabilidad de la ciencia que se fundamenta en la objetividad o verdad de
sus productos y tiene como apoyatura imprescindible una coleccion de signos
coordinados, un lenguaje expresion mas o menos adecuada de dichos
productos.

El lenguaje surge, pues, como instrumento conveniente a la dimensién social
de la persona humana y, con ella, a la comunicacion interpersonal. El lenguaje
cientifico, como instrumento de comunicacion de verdades cientificas. Y el
lenguaje matematico desde el nimero hasta la formula y el esquema o gréfica,
para la comunicacién en el orden de la realidad matematica.

Contrapuesta a esta concepcion del lenguaje mateméatico, como instrumento
conveniente a la comunicabilidad ligada al hecho social, encontramos
concepciones como la de Spengler, quien pretende que "el origen de los
nameros se parece al origen del mito (...); los nUmeros sirven para circunscribir,
y por tanto conjurar, las impresiones de la Naturaleza: por medio de los
nombres y de los numeros la inteligencia humana adquiere poder sobre el
mundo"”. (Spengler; op. cit. cap I).

Otros reducen la Matematica a su lenguaje, y su contenido al rigor légico, como
ya vimos.

Fijar los limites a las posibilidades del lenguaje en Matematicas equivale a
determinar su finalidad. "La formalizacién local tiene la ventaja indiscutible de
precisar las ideas intuitivas y, cosa indispensable, la de permitir la
comunicacién entre los matematicos" (Rene Thom; 1978, 123). Thom se
refiere, sin duda, a las Matematicas de distintas épocas y a sus diversas ramas;



podemos sustituir en su expresion "las Matematicas" por "los Matematicos", sin
temor a tergiversar el sentido de la afirmacion.

Aparece, no obstante, la intencion de atribuir al lenguaje mateméatico un
aspecto activo: la capacidad conferida de "medir" los resultados personales de
la matematizacién. "En Matematicas, el "sentido" es el resultado de una
construccion, de un aprendizaje, y no hay dos matematicos (ni siquiera dos
estudiantes) cuyas relaciones con las Mateméticas hayan sido las mismas. Es
justamente esta diversidad entre los universos semanticos la que explica la
necesidad de la formalizacion en Matematicas, aunque ésta pueda ser parcial”
(op. cit, 150).

Contra esta postura admirativa, casi pigmalionica, hacia el lenguaje matematico
hay que arglir que dicha capacidad, cierta pero pasiva, responde a la
utilizacion del lenguaje como instrumento para el contraste de logros
personales.

Distinguiria, ademas, dos valores instrumentales casi exclusivos del lenguaje
matematico: facilitar el rigor 16gico y favorecer el descubrimiento matematico;
este Ultimo, de indudable interés pedagdgico.

"La matematizacion aparece cuando se la conduce a que sustituya las cosas
por simbolos sometidos a relaciones regidas por axiomas" (Glaeser; 1973, 51).

Simbolos y relaciones que, como en todo lenguaje, proceden de convenios de
alcance limitado. Pero si se quiere que estos simbolos y relaciones tengan
auténtico valor comunicativo e instrumental l6gico, deben expresar en sus
reglas de composicion las relaciones existentes realmente entre los objetos y
operaciones matematicos. Dichas reglas deben reflejar el rigor matematico.

5.1.2. Rigor y comunicacién en matematica

"¢,Cual es la concepcion del rigor matematico que debemos adoptar? Hay tres
actitudes posibles" dice R. Thom:

"La concepcion formalista. Una proposicion P es verdadera en un sistema
formalizado S, si puede ser deducida a partir de los axiomas de S mediante un
namero finito de operaciones validas en S.

"La concepcion realista o platonica. Los entes matematicos, en tanto que ideas
platonicas, existen independientemente de nuestra mente. Una proposicién P
es verdadera cuando expresa una relacién efectivamente existente entre las
ideas; es decir, una idea jerarquicamente superior que estructura un conjunto
de ideas subordinadas a ella.

"Y la concepcion empirista 0 sociologica. Una demostracion D es considerada
como rigurosa si los mejores especialistas en la materia no tienen nada que
objetar.” (Rene Thom; 1978, 120).

Salvo un par de matizaciones, lo que Thom llama "concepcion realista" del rigor



matematico parece ser la mas acorde con la Matematica de la realidad
profesada en el capitulo 1. Y la profesion ha sido suficientemente clara como
para no andarse a estas alturas con bromas estructuralistas o sociologistas...
Conviene, de paso, no olvidar el valor que el lenguaje tiene respecto a la
realidad significante y al conocimiento que de ella se tenga.

"El rigor, 0 su contrario, la imprecision, es fundamentalmente una propiedad
local del razonamiento matemético. Para juzgar acerca de la validez de un
razonamiento no hace falta recurrir a grandes construcciones axiomaticas ni a
refinadas maquinarias conceptuales; basta con tener una idea bastante clara
de cada uno de los simbolos empleados y una idea suficientemente amplia de
sus propiedades operatorias.” (op. cit, 122).

Porgue una cosa es servirse de la légica a través del lenguaje matematico y de
sus reglas, y otra bien distinta decir que es Matematica el mero hecho de
exhibir la l6gica a través de las reglas del lenguaje introducido.

"Un texto gramaticalmente correcto no puede transmitir informacién sino
cuando el emisor le atribuye un sentido y el receptor pueda comprenderlo o
utilizarlo. La Semantica estudia las correspondencias entre significantes y
significaciones (o significados).” (Glaeser; 1973, 64).

Los lenguajes matematicos tendran su semantica y su gramatica; nos
ocuparemos de esto mas adelante, sin olvidar que;

"el progreso de la ciencia se nota en el progreso de la terminologia (...) La
induccién cambia la terminologia, clarifica los conceptos.” (Polya; 1966, 90).

Decia mas arriba que el lenguaje en Matematicas favorece el proceso de
descubrimiento. Rectifico: puede favorecer. Pues, ¢quién no tropezo alguna
vez con un desarrollo formal enojoso y desafortunado en su notacién? Por el
contrario,

"no se debe considerar el simbolo abreviatorio Unicamente como un
estenograma destinado a ahorrar esfuerzo en la escritura: notaciones concisas
permiten a veces razonar econOmicamente sobre simbolos complicados”
(Glaeser; 1973, 73).

Es cuestion de "bien simplificar” 6 "bien sustituir".

Destacaria sobre todo el papel que en ocasiones ejerce el lenguaje como
reclamo de la analogia. Al igual que el ritmo y la rima parecen a menudo
desencadenar la inspiracion en una composicion poética, una expresion formal,
un diagrama o representacion grafica, parecen estar pidiendo a gritos un
tratamiento operatorio semejante al empleado en una situacion analoga
conocida. Remitiriamos al lector a Peirce (cfr.: "Razonamiento por diagramas";
Ed. Nueva Visidén, Buenos Aires, 1974). Tan util es la analogia aplicada a
conceptos aprehendidos como a formas percibidas actualmente. De aqui que
los convenios linguisticos, las representaciones que se adopten en el aula en el
transcurso de un proceso de matematizacion deban también ir impregnados de



esta preocupacion didactica.
5.1.3. Un esbozo de evolucién historica

Meditaba sobre como habria progresado el lenguaje en la intercomunicacion
personal general, por intentar analizarlo y aplicarlo en relacién con la aparicion
y desarrollo del lenguaje matematico.

Creo no aventurar nada al decir que el primer lenguaje aparecido sobre la faz
de la tierra fue el de los comportamientos fisicos. Desde la caricia materna y el
brazo afectuoso, hasta la violencia fisica con quien se metia donde no le
llamaban. Modificaciones del "espacio corporal”’, que diriamos hoy, que
acompafnaban estados animicos o fisicos del emisor. Espontaneos, mas o
menos voluntarios, y que no precisan de convenio alguno para su
interpretacion. (Cfr.: "El lenguaje del cuerpo”; EUNSA, Pamplonal975)

A éste debid seguir el lenguaje mimico, acompafiado de algun que otro grito o
gruiiido que intentaban reproducir situaciones o hechos presenciados. Una
primera reduccion a simbolos de la realidad ausente y que preciso ya de un
débil convenio para la comunicacién efectiva.

Pronto o tarde se abriria camino la lengua hablada; onomatopéyica al principio
y mas elaborada después. Se impuso a las otras formas de lenguaje, aunque
sin desterrarlas completamente: sustituyéndolas para la comunicacion
ordinaria, perviviendo éstas para @ situaciones 0 interlocutores
extraordinarios/extranjeros. De fuerte convenio y al servicio de un grupo de
personas determinado por alguna circunstancia o interés.

Quiza paralelamente a este proceso debié aparecer la representacion gréfica,
el lenguaje grafico: el dibujo y la escritura; aunque el desfase en el tiempo fuera
no pequeno.

La escritura, que lentamente evolucionaria desde la variedad ideogréfica a la
alfabética. Todo un proceso de simplificacion, en cierto modo proyectivo: desde
la realidad tridimensionalmente percibida hasta la representacion plana y
bidimensional dibujo, mas o menos esquematico: escritura ideografica o
logografica y sucesivas transformaciones hacia la escritura lineal,
practicamente unidimensional, mas conforme a la linealidad esencial de la
lengua hablada.

La uni dimensionalidad absoluta no se alcanzard jamas, ya que alguna
componente de modificacién temporal sera ineludible, bien sea cromética o de
intensidad, tal como le sucede a la lengua hablada. Su maxima simplificacion
podriamos decir que se encuentra en el "Morse" o en la transmision "Puerto

Serie" de los ordenadores: "impulso”, "no impulso”, y "unidades de tiempo".

Imagino las carcajadas de un lingtista que leyera estas lineas. La simplificacion
es grosera, quizas equivocada, pero en sus rasgos fundamentales, creo que es
valida para nuestros propaositos.



El lenguaje matemético mejor: los lenguajes pienso que han seguido un
itinerario similar.

Los conceptos matematicos mas elementales los numeros naturales
aparecieron sin duda con anterioridad a cualquier tipo de escritura o
representacion grafica elaborada, tal como un nifio aprende a contar mucho
antes de saber leer. Matemética de la vida diaria, familiar, comercial,
agropecuaria, que se observa en la misma realidad, operando sobre los objetos
materiales sin ayuda de representacion alguna, (que nadie deduzca de esta
suposicion cultural una confesion en Antropologia Evolutiva.)

La lengua hablada y escrita, en su momento, incluirian los términos que
designaban conceptos y operaciones de la Matematica, como de cualquier otra
ciencia. En Uhr encontraremos los primeros vestigios.

Pero, en su marcha simplificativa, la grafia matematica sufrié distorsiones
varias.

La primera fue la efimera etapa de representacion grafica o ideogréfica para
algunos conceptos concretamente los aritméticos, que cedié su lugar
rapidamente a una representacion simbalica propia la expresion numeérica en
distintas bases, la escritura numérica posicional en la que se hallaron
innegables ventajas operatorias. Tan solo la Geometria conservo el lenguaje de
representacion grafica bidimensional que, merced a la algebraizacion, tendié a
hurtarsele desde principios del siglo pasado.

Otro curioso fenémeno fue el experimentado por el Algebra. Carente en un
principio de expresion bidimensional, tomo de la lengua natural sus términos
escritos. Descartes deberiamos mencionar mas bien a Fermat, con su
Geometria Analitica, abriria un portillo a su representacién gréfica; portillo que,
involuntariamente, cerraria Leibnitz casi por completo al enriquecer la notacion
formal de toda la Matemética con simbolos correspondientes a conceptos
algebraicos.

En tercer lugar, hay que destacar la fiebre formalista del siglo XIX, que dio lugar
a un verdadero lenguaje formal, exclusivo de la Matematica, tan suficiente,
coherente y preciosista que llevaria a Hilbert y otros a identificar la Matematica
con dicho lenguaje.

Y por ultimo, ya en el siglo XX, un esfuerzo en sentido inverso: la recuperacion
y elaboracion de elementos convenientes a la representacion gréafica
bidimensional: diagramas de Venn, diagramas de flechas, etc.; y sistemas de
objetos fisicos con cuyos comportamientos podian expresarse realidades
matematicas variadisimas: regletas Coussinaire, bloques logicos de Dienes,
etc.

Unos y otros no habian sido abandonados a lo largo de la Historia, pero si
marginados. Responden a una angustiosa llamada de la Didéactica, zarandeada
por descubrimientos psicologicos contemporaneos. Gozan de una apoyatura de
gran valor: la Teoria de Conjuntos. "Existe un mundo intermedio entre el de los



objetos y el de los numeros, a saber: el mundo de los conjuntos" (Z. Dienes;
1972, 20).

5.1.4. Los "cuatro lenguajes”

Asi pues, en el &mbito de la Matematica pueden considerarse cuatro lenguajes
expresivos de su realidad:

. El "lenguaje de los comportamientos fisicos"; de escaso o nulo
convencionalismo, pero intencional, regido por convenios y auténticamente
comunicativo. Incluyamos en él, el "lenguaje gestual” o de expresion mediante
actitudes y gestos corporales.

. El "lenguaje de las representaciones gréaficas" o "grafico-geométrico” (por
diferenciarlo de la escritura) dibujos, diagramas posicionales, diagramas de
flechas, etc.; de convencionalismo apreciable y utilidad local.

. El "lenguaje natural" o "habla"; comun a las demas ciencias y usual en la
vida corriente, tanto hablado como escrito; con analogos convencionalismos v,
en general, poco adecuado a la actividad matematica aunque auxiliar
inexcusable.

. El "lenguaje formal® o "simbdlico-matematico”; de muy fuerte
convencionalismo, universal utilizacién en términos generales y adecuado a la
realidad matematica que pretende expresar.

Mientras que el primero y el tercero aparecen en cualquier otra rama del saber,
el lenguaje formal se encuentra en la Matematica ¢quizds también en la
Musica?, aunque tal vez por mimetismo van apareciendo mixtificaciones con el
lenguaje gréfico para diversas ciencias: Meteorologia, Fisica, Quimica,
Biologia, Geologia, etc.; e incluso las llamadas "Ciencias Sociales": Linguistica,
Sociologia, Psicologia, Historia,...

Lenguas y lenguajes tienen su Gramatica, su Morfologia y su Sintaxis. "La
ensefianza de las Matematicas gana al ser coordinada con el estudio de las
lenguas. Se distinguen en Gramética usual diversas partes de la oracion
(sustantivos, adjetivos, etc.) que se vuelven a encontrar asimismo en el
lenguaje matemético." (Glaeser; 1973, 66). Es una invitacion a la globalizacién
que afianzara la formalizacidbn matematica, instrumento por antonomasia de la
matematizacion.

Rene Thom efectla un estudio comparativo de lenguajes, que considero de
interés aunque no alcance al lenguaje de los comportamientos fisicos y
reduzca el lenguaje de las representaciones gréficas al de la Geometria
euclidea y el lenguaje formal al algebraico. Su estudio responde al esquema:

1°. El sentido de un elemento: ¢es posible formalizar la clase de equivalencia,
en extension, definida por un elemento de lenguaje?

2°.  ¢Resulta claro este sentido para la intuicion? 3°. Riqueza o pobreza de la



Sintaxis respectiva.

Lenguaje ordinario: 1°: La clase de equivalencia definida por una palabra un
concepto no es formalizable, en general. Es, a menudo, de naturaleza
topoldgica in variancia de un gestalt. 2°: A pesar de esto, el sentido de la
palabra es claro. 3% La sintaxis es pobre; existen pocas clases de frases
nucleares en gramatica, y la posibilidad de encajar unas frases en otras como
subordinadas no va muy lejos no hay mas de tres o cuatro grados de
subordinacion posible.

Geometria euclidea: 1°: El objeto definido por una palabra una figura
geométrica es formalizable, susceptible de ser descrito en pocas palabras en
funcién de entes elementales los puntos. La equivalencia viene dada por el
grupo métrico. 2°: El sentido de una palabra es claro, puesto que coincide con
la intuicién espacial de la figura correspondiente. 3°: La sintaxis es rica, puesto
que describe todas las posiciones espaciales respectivas de las figuras y sus
desplazamientos; sin embargo, se expresa verbalmente con un numero
reducido de conceptos tales como la incidencia y la combinatoria no es
limitada.

El lector puede divertirse comparando en este punto las respuestas para
"diagramas de Venn", por ejemplo, o los "diagramas sagitales" para
representacion de relaciones y funciones.

"Lenguaje formal o algebraico: 1°: La clase de equivalencia esta definida
mediante la identidad de un simbolo escrito consigo mismo; por tanto, es
formalizable. 2°: El sentido de un simbolo algebraico es dificil de construir o,
mas bien, inexistente. 3°: La sintaxis, que es la combinatoria de las posibles
operaciones, es rica; puesto que en un principio, es ilimitada.”" (Rene Thom;
1978, 154).

De estas Ultimas respuestas habria mucho que discutir, pero mi intencion era la
de traer aqui una muestra de cémo puede abordarse un estudio de los
lenguajes en Matematicas.

5.1.5. Aspectos sensoriales

Dejando a un lado el aspecto tedrico de los lenguajes como instrumento de
comunicacién, dediqguemos unas breves palabras a las vias sensoriales por las
que puede llevarse a cabo esta comunicacion.

Para la Matematica y su Didéactica, disponemos de tres vias de Comunicacion:
la visual, la auditiva y la haptica.

La comunicacion visual posee la inestimable ventaja de la simultaneidad y la
capacidad de introducir elementos de variacion o matiz (posicion, tamafo,
color). La simultaneidad que no pudiera alcanzarse en las situaciones
dindmicas se ve aliviada por el empleo de la memoria visual o el recurso a
sencillos medios transparencias superponibles.



La Tecnologia ha desarrollado medios de comunicacion visual que parecen
tender a sustituir progresivamente a las otras vias de comunicacion. El
desarrollo en las técnicas de impresion bibliografica y de reproduccion grafica
de todo tipo fotografia, cine, video, imagenes animadas en ordenador,
videodisco, realidad virtual parece amenazar incluso a la ensefianza con
generar un nuevo tipo de "verbalismo" en el que la sobrecarga de imagenes y
cada una vale mas que cien palabras cautiva primero, pasivita después.

La via auditiva continla, no obstante, siendo la usual en la comunicacion
interpersonal, por su naturalidad y economia de esfuerzos y medios. Pero el
obstaculo de la diversidad de lenguas y lo fugaz de la palabra hablada, la han
ido desplazando del mundo laboral, cientifico y escolar hasta reducirla a una
forma complementaria de la comunicacion visual. El teléfono, la radio y el
magnetofono son ya instrumentos de segundo orden; en estos campos, O
propios de la relacion social o el ocio. A su abuso se le llamé "verbalismo",
fomentador de la actitud pasiva del alumno y dificultad para el desarrollo de
otras aptitudes expresivas.

La via haptica o tactil puede calificarse como exclusiva de los ciegos. Ni los
médicos internistas se sirven hoy de ella. El contacto fisico necesario la hace
costosa, lenta y pobre. Pero en Matematicas todo concepto es transmisible por
via haptica.

"El obstaculo no esta en la naturaleza de las ideas, sino en la escasez de
medios de que dispone el ciego para asimilarselas. El vidente las debe en su
mayor parte a la vista, y no hay camino que conduzca hasta el espiritu con
tanta rapidez y precision como éste." (P. Villey; 1946, 15).

Solo un esfuerzo tecnologico de primera magnitud va acortando distancias y
permite, aunque con un desfase de decenios, poner a disposicién de quienes
carecen de la posibilidad de comunicacion visual, o la tienen disminuida,
instrumentos capaces de asemejarse a ella en ventajas. Felizmente, la
Matematica puede prescindir de tanta tramoya tecnoldgica sin consecuencias
graves para la Didactica.

Cierto que la cantidad no puede ser percibida por el oido, a no ser mediante la
descripcion, y entonces ya no es percepcion de la cantidad, sino de la
comprension por otro de la cantidad y su transformacion simbdlica. Solamente
el tacto el "sistema haptico" accede directamente a la sustancia y a su
organizacion espacial, a la relacion instantanea entre sus partes, a la cantidad.
La vista, mediante el color proporciona también informacion acerca de la
cantidad de la realidad fisica, incluso con mayor fidelidad que el tacto, dada la
globalidad de la percepcion visual por contraste con el tacto y la posibilidad de
captacion del cambio continuo.

Asi y todo, el tacto parece haber quedado relegado al papel de pulsar teclas,
botones y palancas en artilugios intermediarios, y a la expresion afectiva (sélo
una mirada expresa mas que un abrazo o un apreton de manos). El oido,
subsidiario de la vista, parece solo ser util para la Musica y la Poesia,
devaluadas ante la frivolidad intelectual, la prisa y el ruido. jMalos tiempos para



el ciego!

Pero a la Matematica le basta con el tacto (en sentido amplio: el "sistema
héptico") y algo de palabra.

5.2. LOS LENGUAJES EN EL PROCESO DE MATEMATIZACION
5.2.1. Requisitorias y requisitos

Venimos considerando los lenguajes matematicos como instrumentos de
comunicacion entre las Matematicas, los mateméticos, los alumnos entre si y
con el profesor. Deben, por tanto, ocupar un lugar preeminente entre las
preocupaciones de una Didactica de la Matematica.

La formalizacion se nos va descubriendo como la aplicacion de los lenguajes a
la expresion de los productos de la abstraccion y de los métodos matematicos
particulares. Aspecto esencial del proceso de matematizacién, es a la par
objetivo y medio: expresa y mide los resultados de la abstraccion y facilita la
relacion de los resultados matematicos entre si y con las demas ciencias.

En la Reforma en curso (199091), se les concede un lugar preeminente.
"Lenguaje numérico”, "algebraico", "grafico", "funcional", etc.; "expresar",
"interpretar”, "traducir”...: son expresiones que se encuentran por doquier en las
Disposiciones acerca del curriculum; como Contenido, y como Procedimiento o
Destreza.

Antes de abordar la problemética de cuando y cémo deben incorporarse los
lenguajes en el proceso de matematizacion, conviene detenerse en dos
consideraciones previas.

La primera, de orden técnico, es que "para describir un lenguaje L es preciso
primero saber expresarse. Se utiliza entonces un lenguaje auxiliar, un
metalenguaje M, para formular las reglas que codifican L." La introduccion de
términos en cualquiera de los lenguajes matematicos y la formulacién de las
reglas directoras debera, pues, ser gradual y en conexién con la lengua natural
dominada en la practica por los alumnos. Pero con la cautela de distinguir el
lenguaje en que nos movemos NOs comunicamos en cada momento, ya que

"numerosos fallos en el razonamiento estan basados en los enunciados, que
mezclan, sin transicion, un lenguaje y su metalenguaje” (Glaeser; 1973, 60).

Si el lenguaje no es sencillo y claro, se torna un lujo que la educacion no debe
pagar.

Y la segunda es una consideracion de orden psicolégico.

"Cuando nos dirijamos a los alumnos, serd sumamente conveniente no
introducir un nuevo simbolo o palabra técnica sin que antes se haya
comprendido perfectamente el sentido operativo del concepto en cuestion. Por
otra parte, siempre es conveniente esperar a que sean los propios nifios los



que sientan la necesidad de introducir un determinado simbolo o nombre
técnico." (Glaimann; 1971, 52).

La precipitacion, lejos de fomentar los deseos de aprender, empuja a la huida o
a la prevenciéon ante lo incomprensible, aunque finalmente se admita el nuevo
término como conveniente o necesario. Lo innecesario ha sido la tension
provocada por las prisas, y las prisas del profesor no hicieron sino lentificar el
proceso.

"El lenguaje no juega este papel decisivo de acelerar el desarrollo conceptual
sino cuando encuentra, a nivel del conocimiento perceptivo, un terreno ya
suficientemente enriquecido y diferenciado." (Glaeser; cit por Hatwell; 1972,
141).

Seria excesivo entrar en el estudio de las etapas de la simbolizacién y de la
construccion y adquisicion del lenguaje natural, para intentar aplicarlo a los
lenguajes matematicos. No obstante, podria decir que se resume en un criterio
de "formalizacion local".

La mayoria de las veces, la formalizacion, la expresion en cualquier lenguaje
de una situacion matematica o la traduccion de un lenguaje a otro, vendra
suscitada por la comodidad operatoria o por la confianza mayor en el célculo
con expresiones del lenguaje final. Pero, en cualquier caso, sera un esfuerzo
del que aun no se veran los frutos; cual desagradable medicina, se tolera mejor
con el piadoso engafio de que es "una cucharadita y nada mas".

Y este es el criterio:

Expresar en uno o varios lenguajes o todos, segun el nivel educativocada
concepto o paso fundamental del proceso de matematizacion, una vez
descubierto por los alumnos y ante la necesidad de manejarlo operatoriamente.

También puede hacerse aunque no se vaya a trabajar inmediatamente con él,
en prevision de tener que hacerlo algun dia, y como expresion de un logro
matematico: tal como lo hacen los descubridores, viajeros o cientificos,
poniendo nombre a sus conquistas, con prudencia, para evitar el empacho
terminoldgico.

Las cosas, en su debido momento y en la medida adecuada.

"En realidad se puede llevar mucho mas alla la analogia entre la Mdsica y las
Mateméticas en lo referente a la educacion. Nadie transcribe las notas de una
composicion musical y las interpreta después para saber qué quieren decir las
notas. Las ideas e incluso el desarrollo total estan pensados e interpretados en
la mente del compositor antes de que los exprese mediante la notacion
musical. Asi también, las ideas y los argumentos con los que trabaja la
Matematica tienen una realidad fisica, intuitiva y geométrica, mucho antes de
ser expresadas mediante simbolos." (M. Kline; 1978, 85).




Es una invitacion a no empezar a construir la casa por el tejado y a no hurtar
del proceso de matematizacion la expresion de situaciones mediante los
lenguajes de comportamientos fisicos y de presentacion grafico geométrica.

Los testimonios de convencimiento personal en este sentido son innumerables,
especialmente en las Ultimas décadas. Desde Klein:

"para mi es imposible seguir un argumento geométrico puramente légico, sin
tener delante las figuras en las que el razonamiento se apoya constantemente"
(Félix Klein, cit por M. Kline; 1978, 56). Hasta Thom, mas radical: "La
Geometria seria, en cierto sentido, un intermediario natural y tal vez
insustituible entre el lenguaje habitual y el lenguaje formalizado de la
Matematica, lenguaje en el que el objeto se ha reducido al simbolo y el grupo
de equivalencia a la identidad del simbolo consigo mismo. Desde este punto de
vista podriamos decir que el estadio del pensamiento geométrico es algo
imposible de suprimir en el desarrollo normal de la actividad racional del
hombre" (Rene Thom; 1978, 124125).

Cierto que en todo el proceso la lengua natural o comun, vehiculo ordinario de
comunicaciébn en el aula, y sobre todo la lengua hablada, actuara
corrientemente como metalenguaje. Es por ello importante no olvidar la
verbalizacion.

Y coincidiendo con el criterio de formalizacion local, Nevanlinna nos previene
también del peligro del formalismo irresponsable:

"el uso de simbolos aprendidos superficialmente en situaciones irrelevantes
tiende a desorientar y confundir a todos aquellos que no tienen la experiencia y
madurez necesarias (...) La experiencia nos muestra que un simbolismo
exagerado y mal concebido da lugar a la aparicion de toda una serie de
supersticiones e ilusiones magicas, que son justamente lo contrario de las
tendencias actuales de la ciencia." (Nevanlinna; 1978, 112).

Pero, ¢cuél debe ser el orden en que deben introducirse normalmente los
lenguajes matematicos en el transcurso del proceso de formalizacion?

5.2.2. Una propuesta de itinerario

En la seccion anterior me referia a la dimension propia de cada uno de los
lenguajes matematicos; desde la tridimensionalidad del espacio fisico ordinario
para el lenguaje de los comportamientos fisicos, hasta la aparente linealidad
del lenguaje formal o simbdlico-matematico y del habla comun, pasando por las
dos dimensiones requeridas para las representaciones grafico geométricas. Por
otra parte, no olvidemos que estamos propugnando las situaciones de partida
integradas por material fisico manipulable, fisicamente manipulable,
favoreciendo con ello la formacién de esquemas logico mateméticos a partir de
la accion.

Sera recomendable, por consiguiente, ajustarse a este decremento natural de
las dimensiones.



Dada la situaciéon de partida fisicamente manipulable, o elaborada a partir de la
informacion verbal, la propia manipulacion o juego genera las frases
transmisoras del concepto matematico aln encubierto.

La comodidad, economia de tiempo o necesidad de contemplar posiciones
superpuestas que no pueden darse simultaneamente, o el afan de "resumir" un
proceso en panoramica unica, conducen a la representacion de la situacion en
forma gréfico geométrica.

No sera dificil aceptar convenios tales como la representacion de objetos por
puntos o letras, trayectorias u oOrdenes por lineas, eliminar elementos
accesorios, modificar referencias especiales para hacer mas claro el dibujo,
etc. Y tampoco debe escatimarse tiempo y papel en rehacer o transformar la
representacion, acercandola a la deseada, a la considerada como conveniente
al esquema empirico del concepto o técnica buscados.

Reviviendo la experiencia psicomotriz de la manipulacion, la representacion
grafico geométrica esta transmitiendo a la vista o al tacto el mensaje
matematico encerrado en la situacion de partida, poniendo en juego todo el
bagaje matemético anterior del alumno.

"Los invariantes topologicos, mas profundos, se hacen més dificimente
conscientes que los métricos, mas superficiales. De aqui que el paso del
pensamiento usual al pensamiento formalizado se lleve a cabo de modo natural
a través del pensamiento geométrico.” (Ibid).

Cabe ahora el trabajo matematico de investigacion sobre la propia situacion
grafica también pudo ya hacerse en la situacion fisica y la expresion de
resultados en habla comun, registrados 0 no por escrito, e incluso la expresion
formal, si el movimiento es espontaneo por parte de los alumnos.

Cabe también, como ejercicio linguistico o por si fuera mas sencilla la
manipulacion matematica en los otros lenguajes ordinario y formal, un ejercicio
de traduccion a éstos; primero al natural hablado o escrito, después al formal
mediante sustituciones sucesivas de expresiones conocidas. Es un simple
juego: transmitir telefénicamente lo que se estd viendo o tocando en la
representacion grafico geométrica.

Segun el caracter del proceso y la edad y nivel de formacion de los alumnos,
puede eludirse el empleo de alguno o varios de los lenguajes, centrar el trabajo
de investigacion en una de dichas formas y minimizar las restantes.

A titulo general:

En los niveles inferiores de la ensefianza, puede prescindirse casi por completo
de las expresiones formales salvo los tratamientos numéricos y en los niveles
superiores, puede omitirse sin riesgo la expresion en lenguaje de
comportamientos fisicos.

Pero, en principio:




No debe suprimirse la expresion en lenguaje grafico-geométrico dibujo,
diagrama de todo tipo, etc

Todo exceso es malo. La utilizacion abusiva de uno de los lenguajes es vicio
llamado "verbalismo". Los verbalismos mas corrientes son los de la lengua
hablada y el del lenguaje formal.

La solucion a un problema puede alcanzarse mediante el trabajo en cualquiera
de los lenguajes. Por lo general, se facilita en alguno de ellos: por su propia
estructura o sintaxis, conduce a la solucion de modo natural, casi
automaticamente. El alumno es dificil o imposible que pueda anticipar cuél es
este lenguaje. El profesor, si que puede, pero no debe.

Ante la duda, convendra que el alumno traduzca a todos los lenguajes a su
alcance la situacion, buscando indicios que le sugieran la conveniencia de
"zambullirse"” en uno u otro mundo de expresiones como auténtico método
matematico.

Esta Ultima observacibn no es ociosa. Es la instrumentalizacién de los
lenguajes en el proceso de matematizacion. Un lenguaje por si mismo no sirve
para investigar: solo expresa los productos de la investigacion. Pero puede
facilitarla.

No puede negarse que el lenguaje, cualquier lenguaje, es una ayuda formal
para la inteligencia. Pero cuidado: que no nos atenace en su rigor formal,
especialmente el lenguaje simbdlico-matematico.

"La ensefianza de la Matematica pasa por el aprendizaje del manejo de
simbolos abreviadores" (Glaeser; 1973, 74).

Simbolos, si; pero los menos posibles y en el momento oportuno; como
expresion de una realidad ya comprendida y con exigencia de utilizacion.

"El problema de los simbolos, el momento en que deben introducirse dentro del
proceso de comprension matematica, no es simple. Ciertos hechos aconsejan
gue es mejor introducir los simbolos después de alcanzar el descubrimiento,
puesto que en ciertos casos la introduccion prematura de los simbolos parece
entorpecer el proceso de abstraccion. En otros, por el contrario, se ha
comprobado que el empleo de los simbolos acelera la aparicion de los
descubrimientos.

"No obstante, se puede afirmar con seguridad que en nuestras clases
abusamos excesivamente de los simbolos. Una serie de experiencias bien
concatenadas, seguida de la introduccion de los simbolos, es ciertamente mas
eficaz que los esfuerzos continuos por asociar los simbolos a su significacién
mediante explicaciones: se aprende mucho mas con una serie de experiencias
gue con una serie de explicaciones." (Z. Dienes; 1972, 23).

5.2.3. Hacer asequible lo invisible




¢ Es aplicable todo esto al alumno ciego?

Las dificultades instrumentales y la lentitud de reconocimiento haptico de las
formas sélidas y "patrones realzados" son un hecho. Habria que afadir la
dificultad por la correccion de posibles errores de representacion, dificil de
realizar a través de la comunicacién oral, o muy lenta por el tacto.

Pero estas dificultades no pueden determinar un empobrecimiento de la
ensefianza de la Matematica a los ciegos. Tiene que ser mas bien un desafio a
la inventiva didactica.

En la ensefianza de alumnos videntes no basta con representar en el tablero,
gréfica o simbodlicamente, los productos parciales de la investigacion.

Cada alumno debe plasmar éstos en su propio cuaderno, anticipandose si es
posible, ensayando transformaciones o caminos nuevos al compas o por
delante de la discusién del grupo. Esta actividad personal es una ayuda
psicomotriz inestimable. La representacion en el tablero sirve de contraste, de
referencia para la correccion o incluso como elemento unificador de la marcha
del grupo.

Asimismo, no basta que el alumno ciego siga en forma verbal participada, el
proceso de descubrimiento matematico del grupo. No basta con que imagine la
representaciéon granea o formal de sus productos. No basta con que trabaje
s6lo su memoria, su imaginacion y su entendimiento. Sobre todo tiene que
trabajar sus manos. No podemos dispensarle de esta apoyatura psicomotriz:
seria un robo, lo dije en otro lugar. Cada alumno debera tener continuamente
bajo sus dedos, en el material, en la representacion grafico geométrica en
relieve, o en braille, los logros parciales del proceso que va elaborando por si
mismo.

Es parte esencial de la tarea del alumno en el proceso de aprendizaje llegar a
dominar las técnicas de exploracion y expresion en cada uno de los lenguajes
de la Didactica de la Matematica, conforme al nivel en que se encuentre y las
necesidades subjetivas y de curriculum. Y el procurarlo, es parte esencial de la
mision del profesor.

Aunque esto imponga mayor lentitud y esfuerzo, tanto por el lado de la
elaboracion como por el de la correccion. La simplificacion aliviara la primera; y
la astucia, mediante el servicio de algunos alumnos aventajados o la correccion
mutua, por ejemplo, agiliza la segunda.

El problema esta planteado:

La Didactica de la Matematica dirigida a alumnos ciegos tiene un objetivo
concreto y bien diferenciado: la adecuada "traduccién” de las formas visuales
de los lenguajes matematicos.




5.3. EL LENGUAJE DE LOS COMPORTAMIENTOS FISICOS Y
EL ALUMNO CIEGO

5.3.1. Variedades

Lo fisico es portador de aspectos matematicos. EsS mas: en primera instancia,
la Matematica se halla en lo fisico. (Evidentemente, no me refiero a esas
construcciones formales que, partiendo de Axiomaticas mas 0 menos
caprichosas, dan lugar a entes que, como una alucinacion, fuerzan la realidad a
"parecérseles").

Estos aspectos matematicos, cuantitativos, pueden manifestarse tanto en un
objeto real en el que se distinguen partes de razén, como en una pluralidad de
objetos contemplados en su totalidad (caso de un conjunto o clase). Esto
puede repetirse sucesivamente sin perder por ello el contacto con la realidad
de partida. Consideraciones propias para una situacion estatica.

Pero también pueden estudiarse los aspectos matematicos en situaciones
dinamicas, donde la unidad de razon resulta de estimar el proceso temporal del
movimiento. Son quiza las situaciones matematicas mas ricas e importantes; al
mismo tiempo, son las mas dificiles de comprender, en un principio, por exigir
un subito esfuerzo de memoria y abstractivo, aligerable por el empleo de
técnicas de representacion y la puesta en practica del bagaje matematico
personal.

No se consideran aqui las "representaciones grafico geométricas”, por cuanto
ya suponen una "traduccion” o "primera esquematizacion” de la realidad fisica,
si las fotografias, grabados, diapositivas... es decir: las "copias" de la realidad
aungue sean reductivas que exigen despojar el objeto de un sinnimero de
atributos sensibles.

Estatica o dinAmicamente, la realidad fisica habla al espiritu en un lenguaje de
"comportamientos fisicos", portador de mensajes matematicos que aquél
deberd descifrar a lo largo del proceso de matematizacion;, aunque mejor
debiera hablarse de ‘"cifrar" o "codificar", por cuanto el proceso de
matematizacion abstractivoreificativo desembocara de ordinario en una
expresion simbdlica. Tendra que despreciar aspectos de la realidad que no le
interesan en la clase de Matematicas, hasta quedarse tan solo con la relacion
que liga las partes fisicas, con la abstraccion de la cantidad.

Alguien dira que con este presupuesto no se puede llegar muy lejos; que es un
capitulo cerrado en la Historia de la Matematica. No obstante...

"podemos ver, con perspicacia, que la Geometria ha proporcionado siempre el
fundamento esencial en el cual los sucesos fisicos tienen lugar. En este sentido
deberia, tal vez, haber sido esperado que los avances fundamentales en la
Geometria encontrarian una aplicacion fisica. La Teoria de Conjuntos no
parece tener hoy dia tal relacién organica con la Fisica." (Cohén y Herst; 1974,
247).



Aun sosteniendo una concepcidon de la Matematica radicalmente opuesta a la
aqui mantenida, saldria al paso de esta afirmacion arguyendo el hecho de ver
como dia a dia se van encontrando o construyendo artificialmente modelos
fisicos convenientes a la Teoria de Conjuntos; como no podia por menos de
ser, dado su fundamento real: el concepto de "clase". O lanzando la pregunta
sin respuesta facil de si no estaria lo real en forma de imagen en la mente del
creador de la Teoria, consciente o inconscientemente, queriendo admitirlo o no.

"En la préactica, el pensamiento del matematico no es jamas un pensamiento
formalizado. El matematico da un sentido a todas las proposiciones, lo que le
permite olvidarse de la expresion de dichas proposiciones dentro de cualquier
formalizacién de la teoria, si es que existe alguna. (El sentido confiere a la
proposicion un status ontolégico que es independiente de toda formalizacién).”
(Rene Thom; 1978, 148).

Es que el "sentido" engendrd la "proposicidon”, no a la inversa. Por "sentido"
entenderia yo aqui al menos un "esquema empirico” correspondiente a un
"precepto” anterior o su concepto aprehendido.

Esta disgresion da pie para hablar de un valioso sustituto de la realidad fisica in
actu: el "concreto imaginado”, en términos de Révuz. Recurso comodo y
econdmico, util en muchisimas ocasiones. Un buen ejemplo lo tenemos en "la
escalera”, subir y bajar sus imaginarios escalones, para introducir y operar los
nameros enteros.

Al eximir de la manipulacion actual, su uso como situacion de partida debe
restringirse al maximo en los niveles elementales de ensefianza, limitandolo a
los casos de imposibilidad de disponer de una situacién manipulable, y siempre
que existan garantias pedagogicas de una percepcion anterior; a pesar de la
exuberancia imaginativa del nifio, o tal vez por ello, para no alimentar
innecesariamente dicha tendencia natural a la fabulacion.

El "concreto imaginado" tiene sobre todo un gran valor como soporte para los
métodos de analogia y ejemplificacién. En cualquier caso, no puede esperarse
fruto alguno si no corresponde a alguna experiencia del alumno, o tengamos
garantia bastante de que la construccién de dicha imagen sera correcta.

A fin de cuentas, la matematizacion se lleva a cabo sobre la representacion
interior de lo fisico manipulado u observado. Pero la presencia actual del objeto
permite la permanente correccion de dicha representacion, reelaborandola y
enrigueciéndola.

El mensaje se esta emitiendo continuamente. La realidad habla a los sentidos.
Mejor dicho: puede entrenarse a los sentidos en escuchar el canto de los
estimulos fisicos, continuo e inteligible. La expresion es algo cursi, pero cierta.
Segun y como se escuche, se descubriran unas u otras armonias y ritmos. Al
igual que un oido cultivado sabe distinguir un momento de una sinfonia de
Shostakovich, del esfuerzo por afinar los instrumentos antes de iniciar la
interpretacion.



Y segun y como se escuche nos dejaremos impresionar mas por las
sensaciones préximas que por las profundas o lejanas, distinguiendo las que
nos interesan del ruido de fondo. Sabremos distinguir el mensaje de la
sensacién que lo transporta. Reconoceremos su duefio 0 emisor y su intencion.
Como el oido culto transciende el sonido de un piano para reconocer la pieza,
su posible autor o la calidad de la interpretacion. Y todo esto, separandolo de
los mil ruidos de la calle al oir una radio que pasa...

"¢ La Naturaleza habla con lenguaje matematico" (Keppler)? No: la Naturaleza
habla y, entre otros, transmite un mensaje matematico; habla de su cantidad.
Pero soOlo el matematico, soOlo quien se encuentre en actitud de
matematizacion, sabrd escuchar este mensaje. A mayor formacién, mayor
"sensibilidad"; y, por ende, mayor comprension.

Una situacion de partida no es un material presentado al alumno sin mas: lleva
incorporada una pregunta, un problema matematico. Recuérdese el capitulo 4
en su seccién 1. Es llamar la atencion del alumno, circunscribirle al mensaje
esperado, sensibilizarle ante los estimulos portadores de la realidad que
deseamos capte. Estimulos que, con buen sentido pedagdgico, se hacen
resaltar mediante reclamos complementarios, como, por ejemplo, el color.

Al margen del obtenido por manipulacion, se dispone de otro grupo de
comportamientos fisicos: los provocados por expresion corporal del propio
alumno o de sus compafieros, y la expresién gestual generalmente, ejecutada
por el profesor.

En los manuales de Matematicas, especialmente en los dirigidos a niveles mas
elementales, abundan los ejemplos de situaciones de este tipo, referidos sobre
todo a la Teoria de Conjuntos, relaciones, correspondencias, etc:

. "Juntaros en rincones diferentes de la clase los nifios que tengais igual
color de pelo".

. "Sefala con el dedo al compariero que tengas mas cerca".

. "Cébgete de la mano con un compafiero”.

Son un loable esfuerzo por integrar las areas de Matematicas y de Expresion
Dinamica.

El aula se convierte en escenario en el que los alumnos evolucionan creando
situaciones matematicas. Resalta aqui el elemento ludico, nada desdefiable
como motivacion para la actividad de aprendizaje.

Aunque el espacio fisico en el que estan definidas este tipo de situaciones sea
ahora muy superior al de manipulacién, curiosamente, suelen ser, en general,
percibidas con mas facilidad que muchas de las implicadas por manipulacion
de material. Quiz4 porque las érdenes de juego o interrogantes primeros a
plantear sean mas facilmente comprensibles por el nifio, dada su tendencia a
referir lo circundante a si mismo. Sin embargo, resulta costoso para ellos



recogerlo en forma grafica, aunque aceptan sin dificultad la realizada por el
profesor.

El lenguaje gestual apenas si tiene en la clase de Matematica un papel
reforzador de la expresion verbal o de Didactica General.

Asi, nos encontramos con profesores que afiaden a sus expresiones verbales
de forma, figura o comportamiento funcional, movimientos de brazos y manos

gue indican "grande" o "ancho", pequefo, "lejos", "arriba", "abajo", "creciente",
"decreciente", etc.; o dibujan una figura geométrica en el aire.

La actitud corporal, gestos y ubicacion en el aula expresan sin palabras
actitudes metodoldgicas instantdneas por parte del profesor; consciente o
inconscientemente. Asi: una mirada que reclama una respuesta o dirige la
atencion del grupo, o reprende un comportamiento a un alumno; un
permanecer a la espera, cruzandose de brazos o con las manos atras; el
movimiento de manos que indica una invitacion a proseguir o detener la
marcha, o sefal de aliento; un dejar "solo" al alumno en el tablero, etc.

5.3.2. Asegurar la percepcién

En el caso del alumno ciego hay que plantear el problema con sumo cuidado.
Las dificultades en la percepcion de la situacion, tal como deseamos que sea
percibida, pueden tener su origen en el material empleado o en el propio
alumno.

El material debe ser idoéneo a la exploracion y reconocimiento haptico o visual,
cansados estamos de repetirlo. En correspondencia con las observaciones
recogidas en la Seccion 4.4.

Cualidades que debe reunir el material manipulable
alumno ciego total alumno con resto visual

Cinéticamente estatico. Las situaciones | Cinéticamente estatico o escasamente
dinamicas son en principio inaceptables | dinamico.

Tamafio total abarcable por ambas Abarcable por su campo visual

manos, Como maximo. remanente, o que exija un minimo de
exploracion.

Partes bien diferenciables al tacto, en Partes bien diferenciables a la vista, por

sus volumenes, texturas o relieve. contrastes de color y brillo, fondo, etc.

Resistente y estable a la accion Accesible a la distancia oportuna,

mecéanica de la exploracién haptica, evitando exploraciones limitadas

liberando asi al alumno de la complejas.

preocupacion/tensioén de explorar
delicadamente.

Posicion adecuada, procurando la Posicion e iluminacién adecuadas,
simetria respecto del plano vertical conforme a las caracteristicas de la
anteroposterior del cuerpo. vision remanente.




Mas el propio alumno puede presentar dificultades exploratorioperceptivas
hépticas o visuales, superables en mayor o menor grado por el ejercicio
educativo dentro o fuera de la clase de matematicas:

. Falta de sensibilidad tactil, que le impida reconocer con facilidad texturas
y relieves mas o menos proximos; dificultades o escaso entrenamiento para
distinguir colores y brillos, o iluminacién inadecuada.

. Destrezas exploratorias hapticas o visuales poco desarrolladas, con
rigidez de manos y dedos o escasa motricidad ocular y/o de cabeza, que haga
mas lento el reconocimiento de formas o proporciones, pudiendo llegar a
suministrar imagenes equivocas o incompletas.

. Postura o distancia inadecuadas respecto del objeto a explorar.

. Dificultades para la representacién interior, de origen diverso y dificil
solucion, por el momento. Como pueden ser las relativas a la orientacion
espacial, persistencia de imagenes, habilidades combinatorias, discriminacién
de formas, etc.

Tales perturbaciones no son frecuentes; el profesor las detecta con facilidad y
puede colaborar con el alumno en cuestion para que éste perciba integra y
claramente la situacion de partida, abriendo la puerta al proceso de
matematizacion subsiguiente. Pero conviene preverlas, ahorrando sorpresas
desagradables:

Para asegurar una correcta sustitucion de la realidad manipulable por
"concretos imaginados", hace ya mas de 50 afios Pierre Villey advertia de un
peligro inmediato y sugeria un camino para eludirlo.

"Los juegos de construccion, el dibujo y el modelado, que se practican
habitualmente en las escuelas alemanas esperemos no hayan perdido tan
buena costumbre, son excelentes para habituar a los niflos a sintetizar
imagenes. Si esta educacion espacial no les previene, teniendo en cuenta
todos los obstaculos que encuentra en su camino la imaginacién espacial del
ciego, dos peligros le amenazan particularmente: la invasion de las
representaciones falsas y la pereza en construir imagenes espaciales.” (P.
Villey; 1946, 195).

No seria superfluo disponer de un control inicial de la "calidad" de las imagenes
disponibles por el ciego. Pruebas existen para ello: reconocimiento de formas,
comparacion mediante transformaciones de tamafo, posicion, texturas/color o
composicion, etc.

La "evaluacion inicial" debe contemplar el grado de adquisicion de destrezas
exploratorio/representativas  exteriores/interiores, hapticas o visuales, vy
proceder a la remediacion de sus defectos. (Para el caso de Educacion en un
centro ordinario, en colaboracion con el "profesor especialista.)




En la practica, toda esta probleméatica se resuelve con una medida Unica: que
cada alumno elabore su propio material para la situacién de partida. Bien es
verdad que ahora el problema se traslada a las instrucciones de elaboracién,
pero la presentacion ulterior del material permite la correccion préactica de los
errores de percepcidon que pudieran entorpecer mas tarde la marcha del
alumno. Ademas, asi se pueden detectar precozmente los problemas tactiles
del alumno.

Si asi no pudiera ser porque el alumno carece de habilidad suficiente, la
complejidad/precision del material, o porque se juega con el "factor sorpresa”,
correspondera la tarea al "profesor de aula". En el caso de la "educacion en
Centros Ordinarios"”, el "profesor especialista” podr4 asesorarle, colaborar en
su confeccion o requerirlo del Centro de Recursos o Unidad de Produccion al
que el alumno se hallare adscrito. Pero con dos premisas claras: proposito
didactico y objetivo matematico; y plazo suficiente, diverso segun la
complejidad del material y disponibilidad actual de medios.

La adecuacion a la ensefianza de nifios ciegos totales de situaciones
generadas mediante distribucion espacial o expresion corporal tropieza con
dificultades mayores aun que en el caso de las de manipulacién. Porque aqui
no es el sentido haptico idoneo para captar la cantidad el receptor Unico del
mensaje; aqui sera la imaginacion o facultad representativa quien construya la
imagen espacial, integrando informaciones que le vienen dadas por el oido, el
sentido muscular, la memoria motorica, etc.

Y mientras en una situacion tactocinestésica el mensaje se sigue emitiendo
continuamente, siendo escaso el esfuerzo por captarlo aunque muy superior al
precisado por la vista, en una situacion en la que interviene corporalmente el
alumno, dificilmente vuelve a captarse el mensaje, mientras que la vista lo
sigue captando en totalidad.

Sea como fuere, lo cierto es que las representaciones interiores del espacio
visual son "adecuadas en tamafo" a la percepcion, mediante rapida y comoda,
casi automatica, reduccion o ampliacion de la imagen percibida in actu. La
"contraccion” de lo visto a lo representado es practicamente inmediata.
Mientras que se hace proporcionalmente mas costosa y pierde nitidez a medida
gue aumenta el espacio fisico a percibir por via haptica o auditiva.

Debe advertirse que se viene observando un preocupante retraso en la
percepcion de lo topolégico por el nifio ciego, superior ain en los ciegos
congénitos; ligado sin duda a un retraso en el desarrollo motorice Retraso
psicomotriz global, soslayable, es posible, merced a una adecuada
estimulacion precoz e intensa ejercitacion motérica de todo orden (Hatwell,
1966; Ochaita. E; 1993).

A pesar de este grave problema, que supera con mucho el marco de la
Didactica de la Matematica, pueden ensayarse soluciones para la creacion de
situaciones de partida con intervencion corporal del alumno. Mediante la
utilizacién de cuerdas o cables con origen y fin flechas para las situaciones y
correspondencias. La sustitucion de las referencias topoldgicas por 6rdenes



verbales, en cualquier caso.

El alumno con resto visual no precisara de adaptacion alguna, salvo procurarle
las distancias oportunas para captar a sus compaferos o los gestos del
profesor.

Las expresiones gestuales y actitud inhales del profesor u otro compafiero se
hallan de ordinario fuera del alcance del alumno ciego total; y con frecuencia
también del que posee algun resto visual. Aunque tampoco es extrafio que
sean captables indirectamente, sobre todo si son "mensajes de refuerzo”, no
aislados, cuyo significado puede deducirse por el contexto. Si se tratara de
indicaciones concretas y no manifestadas por otro lenguaje verbal, por ejemplo,
seria necesario proceder a una "traduccion”, por el propio profesor o el
compafiero contiguo.

Excuso decir que todo lo expuesto en esta seccibn a propésito de las
situaciones de partida es perfectamente trasladable a "ejemplificaciones” y
"problemas de aplicacion”, donde se le exige al alumno que traduzca a
términos de comportamientos fisicos problemas planteados en términos de otro
lenguaje, como pueda ser el natural.

5.4. EL LENGUAJE DE LAS REPRESENTACIONES GRAFICAS
EN LA ENSENANZA DE CIEGOS

Al hablar de "lenguaje de representaciones gréficas" o, simplemente, "lenguaje
grafico", me estoy refiriendo a las representaciones planas, bidimensionales,
sobre papel o el tablero, que esquematizan convencionalmente situaciones
fisicas, una extension de las representaciones geométricoeuclideas.
Olvidemos, por tanto, el lenguaje natural en forma escrita y la grafia del
lenguaje simbdlico-matematico, aunque uno y otro puedan estar incorporados a
un dibujo o diagrama, accidentalmente y en pequefias dosis, determinando una
situacién o como paso hacia la representacién simbdlico matematica.

Hasta el siglo XVII, s6lo una parte de la Mateméatica gozo del privilegio de la
utilizacién del lenguaje grafico: la Geometria; y algunas aplicaciones a la Fisica:
la Optica, la Cinematica y la Mecanica (calculo vectorial), contribucion de
Arquimedes. Descartes lo haria extensivo al ambito del Andlisis y Algebra de
entonces; muy posiblemente, aprovechando las aportaciones de Fermat a
propésito de las conicas.

Pero el siglo XIX volvié a poner las cosas muy dificiles: el expresarse en este
lenguaje pasO a considerarse rasgo de plebeyez, mientras la elegancia y
alcurnia cientifico matematicas se manifestaban en un lenguaje formal, univoco
y cada vez mas pulido.

Ademas, el gran contingente de produccién matematica no tenia traduccion
posible decian a la Geometria Euclidea; y ésta era s6lo una parte ridicula en
una nueva concepcion de la Geometria que no tenia por qué mantener vinculo
alguno con la realidad fisica. Y habia una légica y una Teoria de Conjuntos que
servian para todo; que lo podian todo...; todo..., menos dibujarse.



Si en algo se ha estado de acuerdo a lo largo de los siglos es en que "la
Matematica no es un lujo cultural”". Tenia que ser aprendida para ser utilizada; y
"cuanto antes mejor", "de pequefos"”, para "poder aprender mas". El lenguaje
formal ése de iniciados no contribuia a "tan buenos deseos".

Se encontré6 una representacion en lenguaje grafico para los Conjuntos,
transformando Venn lo que Euler ciego a partir de los treinta y tantos afios, por
cierto habia ideado para las proposiciones ldgicas en el siglo XVIII. Eran los
"diagramas de Venn". Abrian el fuego en esta batalla por la reconquista de un
lenguaje gréafico-geométrico para la Matematica.

5.4.1. Contribuciones al proceso didactico

"El modo geométrico de pensar es Util y aun sugiere teoremas sobre funciones.
Lo que puede ser complicado y oscuro cuando se formula analiticamente,
puede resultar, en la interpretacion geométrica, intuitivamente obvio" (M. Kline;
1974, 136).

No es sélo una demanda pedagogica.

"La mayor parte de los matematicos piensan en términos de esquemas
geomeétricos, incluso aunque no dejen traza alguna de este andamiaje al
prestar las estructuras analiticas complicadas. Todavia se puede asentir a la
afirmacion de Platén de que la Geometria conduce el alma hacia la verdad"
(Kline, 1974).

Si un pensamiento se proyecta en imagenes susceptibles de representacion
grafica, una vez realizada ésta la imaginacién se ver4 descargada de los
esfuerzos de combinatoria, interpretacion y retentiva respecto de otros
lenguajes lengua hablada, lengua escrita, y podra contribuir incluso a la tarea
investigadora. La percepcion actual releva a la imaginacion de sus tareas
instrumentales, liberdndola para el ejercicio creativo. El lenguaje grafico
favorece la investigacion matematica.

Y no solo por comodidad o economia de esfuerzo para el investigador: no
demos al olvido que deseamos poner al alumno en actitud investigadora:

"La Geometria proporciona sustancia y da significado a las férmulas desnudas.
La Geometria sigue siendo la fuente de mayor importancia de intuiciones ricas
y fructiferas que, a su vez, proporcionan potencia creadora a las Matematicas"
(Kline, 1974).

En esta referencia a Kline, yo sustituiria sin temor "Geometria” o "geométrico"
por "expresiones en lenguaje gréafico", pues él mismo amplia:

"la Geometria proporciona modelos no sélo del espacio fisico, sino también de
cualquier estructura cuyos conceptos y propiedades se adapten al esquema
geomeétrico" (Ibid).

Y asi tendremos representaciones gréficas en las que Unicamente se estima la



posicion diagramas de Venn, Carrol y Karnaugh; aquellas otras en las que
intervienen la direccion y el sentido flechas; etc.

Hay también una conveniencia de orden psicolégico, mas dificil de comprobar.

Una representacion grafica es una primera "traduccion" del lenguaje de
comportamientos fisicos que pretende conservar el mensaje matematico
transmitido por éstos. Es una expresion material del esquema de
comportamientos, o esquema empirico, sobre el que actla el entendimiento
para efectuar la abstraccion. Favoreciendo ademas la elaboracién de la verdad
formal conveniente a la verdad material contenida en el esquema y, de este
modo, elaborar ciencia.

En cualquier caso, una representacion grafica ya es un producto formalizado.
Incorpora una primera abstraccion sui generis: se han despreciado ciertos
aspectos de la situacion de partida y el esquema podria convenir a otras
muchas.

Es también un instrumento de comunicacion entre los alumnos: podrian
intercambiarse las representaciones y proseguir el proceso sin dificultad.

Como lenguaje, las representaciones graficas estdn sometidas a una
componente de "convencionalismos”. En la clase, los "convenios basicos" los
pone el profesor, con autoridad indiscutida. Pero como ya advertiamos en
términos generales para cualesquiera simbolos, la introduccion de los
convencionalismos o simbolos béasicos cuerdas, flechas, puntos, etc. puede
llevarse a cabo acudiendo a situaciones cuya expresion geomeétrica no sea sino
una "fotografia simplificada” "radiografia matematica" de aquéllas.

La polisemia y equivocidad de una representacion no tiene por qué preocupar:
cada representacion es util en la medida que contribuye al correspondiente
proceso de matematizacion; sin éste, seria un simple ejercicio manual, o ni
siquiera eso.

Espero que a estas alturas del trabajo a nadie se le ocurrira pensar que seria
suficiente dar al alumno la "representacion terminada”, tal como hacen los
libros de texto o dibujada en el tablero para alumnos videntes aunque esto
incorpora un elemento dinamico o proporcionada en relieve para alumnos
ciegos. Tanto en el caso de los libros como en el del relieve para el alumno
ciego, se perderia el caracter dindmico continuo del proceso de
matematizacion.

Existe ademas la razén psicopedagogica: la realizacién de la representacion
por el propio alumno es una actividad psicomotriz mucho mas intensa que la
simple observacion que refuerza el esquema empirico interior; potenciandola
para la accién investigadora intelectiva.

De paso, se desarrollan las capacidades expresivoplasticas. Aungque aqui no se
dé mayor importancia a la perfeccion formal.



A lo largo del proceso, la representacion primera sufrird sin duda
transformaciones. Esas transformaciones se efectian normalmente sobre la
propia representacion original al compas de la actividad matematizante: se
utilizan elementos auxiliares, se sustituyen otros, se completa, se ensaya, se
tacha, se borra, se afiade. Es un piadoso rodeo en forma de continuidad,
aliviador del brusco salto abstractivo; y un rasgo de dinamismo, que confiere
vida vivezaai quehacer matematico.

Tampoco es superfluo, en ocasiones, rehacer el diagrama cada vez que se
modifica en algun término. La tarea es laboriosa, pero este "filme" dard una
idea dinamica al alumno del proceso seguido y facilita el "repaso para la
fijacion". Cada fotograma deja constancia de un paso y posibilita la
generalizacion de una técnica. Papy los llama realmente "filmes matematicos"
(véase: Papy, 1970).

Hay que saber respetar, al mismo tiempo, los elementos personales de una
representacion, como a la lengua hablada se incorpora el tono de voz, la
cadencia fonética, el acento. Lo importante es que recoge la realidad
matematica que se esta investigando, conocida por el profesor. Los atributos
fisicos, reflejo de la personalidad del autor o de los instrumentos utilizados,
carecen de importancia didactica (en Matematica). ElI tamafo del trazo, las
dimensiones del dibujo, incluso la distribucion de los elementos, no son
fundamentales. Pueden facilitar o entorpecer la observacion, pero nada mas.

Es aconsejable con frecuencia la iniciativa serd de los propios alumnos
reelaborar una representacion conforme a ciertos criterios espontaneos de
claridad; como son el evitar el entrecruzamiento de flechas, nueva disposicion
de los diagramas al trabajar con diagramas de Venn presentando los
correspondientes a "conjuntos disjuntos” como "diagramas no secantes", etc. O
modificando las proporciones de los elementos, distancias y tamafo global de
la representacion, facilitando la incorporacion de nuevos términos, efecto
"zoom".

Estos criterios de claridad van a ser especialmente importantes en el trabajo
con alumnos ciegos y deficientes visuales, por el menor poder discriminador del
tacto o visibn remanente, y la complejidad que en ocasiones alcanza el
precepto, dado el ingrediente de composicion que uno y otra comportan por
efecto de la necesaria exploracion.

Ciertos convenios locales contribuyen a la claridad y hacen mas fluida la
comunicacion:

. El color, de uso tan comdn en la clase de Matematicas: diagramas de
Venn, grafos, transformaciones geométricas, topologia, etc. Con él se facilita la
diferenciacion de términos, evitando el recurso a otros simbolismos
identificadores. Privar a los alumnos de la utilizacion del color seria un golpe
bajo a la Didactica de la Matematica, especialmente en los niveles inferiores.
Aunque la mayoria de los autores niegan el valor del color como objeto
matematico, creo que son innegables su valor motivacional y su valor como
facilitador de la comunicacion en el aula.



. Las referencias topoldgicas: arriba/abajo, derechalizquierda,
dentro/fuera, grande/pequefio, etc. Son capitales para el alumno ciego total, ya
que "traducen” al dominio verbal la diferenciacion grafica. Incluso son utiles aun
para alumnos videntes, ya que facilitan la comunicacion oral: ante la falta
obligada de tablero en el trabajo en grupo, o, simplemente, para ahorrar la
comparacion continua con lo que en aquél se registra.

5.4.2. El alumno ciego y el dibujo

¢Qué dificultades se le plantean al alumno ciego a la hora de las
representaciones graficas en Matematicas?

Como siempre, de dos 6rdenes: por parte del instrumental de representacion y
por parte de las propias condiciones personales o aptitudes para dicha
representacion.

Desde hace mas de cincuenta afios’, los textos de Matematicas para ciegos
incluyen dibujos o representaciones, a menudo, por razones técnicas que no
pedagogicas, al final de cada volumen o en volumen aparte, rompiendo la
unidad "material" del proceso.

Con la edicién de obras mediante ordenador e impresora braille, la situacién no
s6lo no parece mejorar, sino que se deteriora respecto de las cotas de calidad
alcanzadas en la edicibn en imprenta, con sus especialistas y perfeccion
artesanal, quasiartistica. Es de esperar que los progresos tanto en el software
de edicion como en el hardware de impresién alternativas texto/graficos y
variacion de la matriz de puntos permitiran en un futuro no lejano remediar esta
regresion temporal.

En la década de los 70 se inician los esfuerzos por insertar el dibujo en las
clases de Matematica. De muy pocos paises puede decirse que dibujan en
ellas los ciegos, por lo que las soluciones instrumentales estan todavia en fase
de desarrollo. Pero, venturosamente, podemos dar el problema por resuelto
con satisfaccion.

! Evidentemente, se esta hablando de Espafia. Salvo honrosas excepciones, la situacién no es
mejor en otros paises.

A  Elinstrumental de dibujo
1°. Tablero de fieltro

En Espafa se ha venido disponiendo desde el primer tercio de siglo de un
"tablero de dibujo" constituido por un pafio de fieltro enmarcado en madera;
utiizando como instrumentos de trabajo un "compas de ebanista”, una
escuadra o cartabon de venta en el mercado y un punzén de escritura braille.
Se emplea papel de calidad diversa, pero siempre grueso y fuerte.

Las lineas aparecen en "trazo continuo"; las intersecciones, por puntos. Si se
desean lineas de "trazo discontinuo" o de "puntos", es preciso recurrir a
técnicas personales nada sencillas.



Este instrumental redne indudables ventajas para la determinacion de la
incidencia entre lineas: un punto claramente diferenciado. El empleo del
compas permite la conservacion y transporte de distancias y longitud de
segmentos. Por otra parte, el "marco” del tablero facilita el trazado de paralelas
y perpendiculares, merced a la escuadra o cartabon. Todo ello posibilita
construcciones geométricas bastante exactas, Por lo que se viene utilizando
con éxito para el dibujo geométrico y prearquitectonico, con leves incursiones al
dibujo artistico elemental.

Recientemente se le incorporaron sendas laminas de laton que, al desplazarse
sobre guias laterales, proporcionan la localizacién de puntos, a modo de
"sistema de coordenadas"”. (Figura b).

Tiene el grave inconveniente de que la lectura del dibujo exige tornar el papel
con los consiguientes problemas de simetria y lentitud, ya que el
reconocimiento de los trazos desde la cara de ejecucion es lenta y muy dificil
para la inmensa mayoria de los alumnos, al quedar hundido el trazo en la
franela, obteniéndose un "relieve negativo". Con fines mas bien artisticos,
puede colocarse una hoja de "papel entintado" "papel de calco" bajo la lamina
de dibujo; con lo que se dispone de una imagen marcada "en tinta", facilmente
visible.

El sistema no es apto para ser empleado en la clase de Matematicas de forma
habitual.

2°. Lamina de caucho

Mucho mas Uutil es la "lamina de caucho" divulgada desde los afios 60 por la
casa Perkins de Estados Unidos y de servicio con ciertas variantes en
establecimientos educativos de Inglaterra, Francia y Holanda. O el modelo de
“lamina de silicona" de Marburg (Alemania).

Unas y otras propugnaban la utilizacion de papel vegetal o de textura plastica,
mas consistente y estable. Para facilitar el trabajo, algunos modelos incorporan
dispositivos de sujecion del papel y referencias coordenadas, mas o0 menos
sofisticados, pero que encarecen notablemente el costo del instrumento. Para
el trazado de lineas se maneja desde el simple boligrafo del vidente lo que
facilita el control del trabajo por el profesor, hasta "compases de rueda
dentada".

Las figuras se reconocen en la misma cara del papel sobre la que se dibujan,
obviandose las dificultades del procedimiento anterior. El texto sera mas o
menos discontinuo segun la calidad del papel, la penetrabilidad recuperable del
soporte, el util de trazado y la presion que se ejerza.

Tiene en su contra, la dificil localizacion de los puntos de incidencia, limitando
las posibilidades de precisién para el dibujo geométrico. A fin de procurarla, se
llegaron a idear dispositivos complejos con auxilio inclusive de la Electrénica.



Figura 5. Dibujo sobre "tablero de fieltro"

Pero en la clase de Matematicas, para el lenguaje gréafico, no se persigue la
precision, sino una representacion que sirva de soporte a la imaginacion. Este
sistema es, por tanto, de todo punto adecuado a las necesidades de la
Didactica de la Matematica. A su vez, puede simplificarse conservando todas
las ventajas pedagogicas y abaratdndose en el dispositivo, Utiles y papel
empleados.

Basta una ladmina de caucho con espesor de 1 a 4 mm. y dimensiones no
superiores a las de un folio (o "DINA4"). Si se desea, puede darse consistencia
adhiriendo dicha lamina a otra de madera ligera, plastico rigido o, simplemente,
a la cubierta de una carpeta; maxime cuando en el mercado se encuentran
modelos que incorporan un dispositivo para la fijacion del papel (sistema de
"retencion por presién"). En cualquier caso: no es preciso, ya que el propio
caucho inmoviliza suficientemente el papel, por adherencia.



Figura 6. Dibujo sobre "lamina de caucho"

Como utiles de dibujo, son suficientes los compases y boligrafos ordinarios,
con la prudencia para aquellos de invertir la "punta seca", limarla y dejarla
asomar escasamente, a fin de no herir la lamina de caucho; reglas y
cartabones de venta en el mercado, mejor si se hallan milimetradas en relieve.

El papel a emplear es el corriente de escritura en tinta, incluso el de baja
calidad. Una pincelada ecoldgica: el "papel reciclado" se ha mostrado como el
mas util, por su flexibilidad y caracter satinado, blando y agradable al tacto.

Para conservar las representaciones podemos servirnos de un bloc o carpeta
de anillas y una simple lamina de caucho es el procedimiento que vengo
utilizando desde hace afios en mis clases con alumnos videntes.

El conjunto es idoneo de todo punto para los fines perseguidos en la clase de
Matematicas. Su precio es absolutamente asequible a todas las economias,
evitandonos ademas molestias de importacion y suministros de papel especial.

Una simple lamina de caucho de 1 a 4 mm., papel ordinario y boligrafo
preferentemente, de punta gruesa son Uutiles suficientes para que el alumno
ciego dibuje en la clase de Matematica. (Figura 6).

B) Posibilidades y conveniencia

¢, Cualquier alumno ciego es apto para dibujar? O de forma mas simple:
¢cualquier alumno "entiende”, puede servirse, de una gréafica?

"La capacidad de utilizar una grafica para obtener informacién depende, desde
luego, del talento que posea el nifio ciego; pero esto es cierto para cualquier
actividad escolar. La representacion grafica exige el uso de los dedos y de la




mente desde una edad temprana hacia ese fin, y es también un camino valioso
para la recogida abstracta de informacion” (Wittaker; 1974, 112).

La experiencia me hace ser ain mas optimista:

Salvo excepciones patoldgicas, un alumno ciego aprende rapidamente a
explorar representaciones graficas sencillas y, en pocas semanas, a dibujarlas
por si mismo. Independientemente de cuando haya perdido la vista y del nivel
académico en que se encuentre.

Es obvio que el grado de desarrollo psicomotriz, las cualidades personales y la
habituacion a tareas manuales inciden de forma sobresaliente; asi como la
calidad de las representaciones que se le ofrezcan o el instrumental que
maneje. W. J. Pickles observo al respecto:

"La percepcion e interpretacion de lineas requiere una mayor maestria que la
lectura del Braille (dominio de conceptos espaciales); y los nifios ciegos con
memoria visual encontraran esto mas facil que los ciegos congénitos”
(W.J.Pickles; 1974, 127).

Al estudiar las condiciones personales para la comunicacién grafica habria que
separar el problema de reconocimiento de una representacion que se le
entregue ya confeccionada, del de la realizacion de dicha representacion por él
mismo. Como en el caso del lenguaje de comportamientos fisicos, la receta
para el desarrollo de estas capacidades va a ser Unica: que el alumno ensaye
realizarlas por si mismo.

La comprension si es que de ella podemos hablar aqui de "quien lo hace", sera
superior a la comprension formal de "quien lo observa terminado”.
Comprension que estd ademds influida por el caracter constructivo del
reconocimiento/exploraciéon haptica.

También Pickles, a propésito de investigaciones realizadas en Woncester
(Inglaterra), nos indica:

"Hemos encontrado que se requieren tres condiciones basicas (para el trazado
de graficas por el ciego). 1) El estimulo de intentar las cosas por uno mismo; 2)
Poseer habilidad manual o manipulativa (se vio que muchos ciegos ignoraban
incluso como tomar el lapiz); 3) El uso de técnicas analogas a las de los
videntes" (W.J. Pickles; 1974, 135).

Por mi parte, observaria que estas condiciones basicas no son sino aptitudes
desarrolladas o técnicas adquiribles, a alcanzar por la practica como las
obtiene el nifio vidente, pero que el ciego las adquiere mas rapidamente por el
uso habitual que hace de las manos.

La motivacion al dibujo, en la clase de Matematicas, viene dada sobre todo por
la experiencia personal que el alumno adquiere desde el primer momento de
gue la representacion gréafica es auxiliar valiosisimo de la imaginacién y de que




el lenguaje grafico es éptimo para el proceso de matematizacion. Asimismo,
comprueba de inmediato que "dibujar" es mas conveniente que "reconocer".
Aunque también es mas costoso y arriesgado: hay que vencer la tendencia a la
inaccion natural, en el ciego, y aventurarse a una representacion defectuosa y
tal vez tanto, que haga preciso el rehacerla.

Pero siguen en pie las dificultades que pudieran derivarse de una escasa
sensibilidad tactil o de un "arte de palpar" poco cultivado; asi como las
dificultades de algunos para la representacion interior. Lo que puede resumirse
como "carencia de destrezas hapticas, exploratorias y representativas".

Especial mencion merecen los problemas que plantea la representacion en
perspectiva o representacion bidimensional de lo tridimensional, pretendiendo
conservar esta caracteristica. Al vidente le son utiles, por ser la "forma natural
de percepcion visual™: la visibn monocular es bidimensional, plana; las
sensaciones de relieve y distancia se deben a la simultaneidad binocular o a
una elaboracion perceptivoracional. Pero estamos de acuerdo que

"en general, los diagramas que tratan de perspectivas contribuyen muy poco
como ayuda al ciego en el estudio. Pueden decir lo que ve el vidente; pero eso
no ayuda nada" (Bolhand; 1974, 57).

No obstante, y sin perjuicio de este escaso interés didactico, el ciego puede
llegar a dibujar sélidos geométricos en perspectiva con bastantes garantias de
exito. Describiré brevemente la experiencia sobre "proyeccion axonoméetrica”,
que he llevado a cabo en reiteradas ocasiones con alumnos de Secundaria (a
la sazon, 1°, 2° y 3° de Bachillerato); que habian mostrado anteriormente
interés por el dibujo y las Matematicas todo hay que decirlo.

Me servi, para ello, de un "triedro trirrectangulo” en cartbn o papel,
confeccionado por ellos mismos. Adquirida la orientacibn en ese espacio
reducido respecto de los tres ejes, se situaba frente al alumno a cada alumno,
de forma que la bisectriz del octante incidiera en su rostro; lo que conducia al
convenio de representar en el papel los semiejes "visibles" en forma isogonal
(angulos de 120°).

A continuacion, se colocaba un ortoedro en contacto con los planos
coordenados. (Figura 7). Se trataba de plasmar en el dibujo sus aristas
respecto de los semiejes; la respuesta era inmediata: deberia respetarse la
relacion de paralelismo. La experiencia se repetia con figuras planas adjuntas a
cada plano coordenado: cuadrados, rectangulos, triangulos rectangulos,
triangulos cualesquiera, hexagonos regulares, circulos. Para pasar, finalmente,
a sélidos en posiciones varias.

Tras cada representacion se observaba la "deformacion” que experimentaban
los angulos, que era aceptada sin reservas. La mayor dificultad se planteaba en
la transformacion de los circulos en elipses.



Figura 7. Representacion axonomeétrica de ortoedro en contacto con los planos
coordenados

No se abord6 el problema de "la deformacion por efecto del alejamiento
respecto del observador”, ya que no es objeto inmediato de estudio en
Secundaria ni en Matematica, salvo en ciertas Escuelas Técnicas.

Para el tratamiento de relaciones matematicas que exigen la tridimensionalidad
del espacio fisico, mas vale quedarse con el trabajo manipulativo en la propia
situacion o en reproducciones simplificadas en cartdn, papel, plastilina,
poliexpén, etc.

Existe un problema no pequefio para el alumno ciego: la sustitucion del color.
En una representacion proporcionada al alumno libro de texto, reproduccion
mediante "Thermoform" u "Horno Fusher", composicion personal del profesor
se puede acudir a recursos tales como puntos de mayor tamafio, lineas de
puntos discontinuos, lineas dobles, de trazos transversales, onduladas, etc. Y
para el caso de superficies, a distintas densidades de puntos, puntos negativos
(dirigidos hacia la otra cara del papel), rayados, etc.

Algunas de estas soluciones pueden ser también Utiles y factibles en las
representaciones realizadas en clase por el alumno. Concretamente, las lineas
de trazo discontinuo, poligonales o sinusoides de segmentos muy préoximos
entre si; y para superficies, el rayado y el punteado. En ocasiones puede
recurrirse a referencias topolédgicas: "dentro/fuera”, "derechalizquierda",
"arriba/abajo”, etc, o al servicio de instrumental mas complejo: pizarras
magnéticas personales con cordones de tacto diverso, franelografos de flechas
marcadas, etc, o0 a manualizaciones de otro tipo, pero esto va en detrimento de
la agilidad de la clase.

Habr& que buscar soluciones que colaboren a la claridad y discriminacion de
los elementos de la representacion, funcion del color en la representacion
visual. Los factores tactiles que se introduzcan no pueden ser elementos de
dificultad para el alumno, ni en su comprension ni en la excesiva complejidad
de su realizacion. Si no hubiera otro remedio, es preferible recurrir a una



situacion mas sencilla, aunque fuera menos sugerente o aprovechable.

Si acaso el lector no estd convencido de las ventajas del empleo de las
representaciones graficas por el alumno ciego en la clase de Matematicas,
acudo a la autoridad del profesor J. J. Wittaker de Woncester, ya citado en
estas paginas, con palabras que son fruto de la experimentacién sistematica.

Figura 8. Representacion cartesiana de funciones

1°) Permite al nifio investigar cualquier aseveracion recogida en una
estadistica. Los aumentos y descensos son observados con gran facilidad en
forma grafica por nuestros alumnos, pero estas particularidades no son tan
facilmente evidentes cuando estan contenidos en la estadistica recogida sélo
en braille.

2°) Exige la aplicacion de la habilidad manual y tactil niflos mayores y la
educacion de ésta nifios mas pequefios.

3°) Permite observar el tipo de cambio o variacion mas facilmente sibito o a
saltos y lento o continuo.

4°)  Permite observar la variacion de magnitudes dependientes en un mismo
dominio.

5°) Permite la comparacion de dependencias analogas o comportamientos
analogos en dominios o situaciones diferentes.

6°) Permite extender la informacion proporcionada por una tabla de nimeros:
a) prolongando la linea; b) dibujando los puntos intermedios" (J.J Wittaker;
1974, 111112).



Figura 9. Diagrama general de Venn para dos conjuntos
Y como detonadores especificos de la actividad de investigacion:

7°) Bulsqueda de relacion entre los datos de que dispone. Reconocer cuando
y por qué hay una relacion presente, y ser consciente de que en algunos casos
no puede haber tal relacion.

8°) Desarrollar, a partir del trabajo anterior, una finura de mente que el nifio
ciego puede luego relacionar con lo que le rodea mediante un habil manejo de
Sus manos.

9°) Aceptar el uso de la representacion simbélica con una mayor comprension
y relacionarla mas facilmente en la mente con la realidad esto ultimo es una
dificultad para muchos nifios respecto de la Aritmética” (Ibid).

(Pienso que se refiere esencialmente a las representaciones geométricas de
funciones).

No quiero terminar esta seccion sin hacer una referencia, a titulo de inventario,
de los Utiles méas usuales de representacion grafica, auténticos grupos
radicales del lenguaje grafico.

Hagamos la clase pensando en D. Pedro Puig Adam: "La Matematica es la
artistica ciencia de los esquemas".

Figura 10. Diagrama de Kamaugh



Figura 11. Diagrama sagital para una relacién

Figura 12. Diagrama sagital de una correspondencia

Figura 13. Ordinograma (Diagrama de Hasse)



Figura 14. Clasificacion topologica de puntos (convenio verderojo)

Figura 15. Representaciéon de puntos limite para una funcion (convenio
verderojo)



Figura 16. Diagrama en arbol

Figura 17. Diagrama de recorrido en un plano



ALGUNOS UTILES DE REPRESENTACION GRAFICOGEOMETRICA

Técnica/util

Aplicaciones

Observaciones

Represent.
Geomeétricoeuclideas
(clasicas)

Geometria del plano Afin,
Euclideo y Vectorial.
Proyecciones planas.

Represent. cartesiana
de curvas y funciones

Andlisis Estadistica

Se facilita su introduccién con el plano
cuadriculado o Taxiplano. Puede
potenciarse empleando del color (C.
VerdeRojo).

Diagramas de Venn

Teoria de Conjuntos.
Probabilidad.

Se agiliza su uso calculatorio, mediante el
convenio del rayado oblicuo para las partes
vacias

Diagramas de Karnaugh

Logica Mat. Teoria de
Conjuntos

Generaliz. de los Diagramas de Carrol.
Especialmente Utiles cuando intervienen
conjuntos complem. o mas de 3 conjuntos.

Diagramas Sagitales o
Grafos

Relaciones y Funciones
(con;j. peq.). Grafos y
Categorias. Cad. Markov.
Algebra C.

Més conocidos por "diagramas de flechas".
Con frecuencia se utilizan combinados con
Diagramas de Venn.

Ordinogramas o
diagramas de Hasse

Estudio particular de
relaciones de orden

Simplificacion de los Diagramas Sagitales.

Organigramas o
Diagramas de Flujo

Programacion (software).
Didactica de
automatismos de Calculo.

Convenio VerdeRojo

Topologia. Analisis.

Diagramas de arbol

Légica. Combinatoria.
Probabilidad.

Diagramas de
Recorridos

Combinatoria.
Sucesiones y
Progresiones.
Probabilidad.

Figura 18. Diagrama de recorrido para una sucesion




5.5. LA EXPRESION DE CONCEPTOS MATEMATICOS EN
LENGUAJE NATURAL

Si incluyo este apartado en el trabajo es por completar el cuadro de lenguajes
en el proceso de formalizacion y prevenir de algunos abusos y errores
didacticos. Pero préacticamente no habra referencias especificas a la
ensefianza de ciegos, ya que las diferencias con la de videntes son
insignificantes, a no ser el instrumental de escritura.

El lenguaje natural juega un doble papel en el proceso de matematizacion.

En primer lugar, actia con funcién metalinglistica. La delimitacion de los
comportamientos fisicos a observar; las indicaciones y convenios sobre
representaciones gréaficas; la acotacion y clarificacion de términos matematicos
en la propia lengua natural; y las indicaciones, advertencias y convenios sobre
la expresion simbdlicomatemética. Todo esto seria poco menos que imposible
sin la continua referencia conceptual en habla comun. Mas de un error de
aprendizaje tiene aqui su origen, véase: enunciados de algunos problemas.

Pero también, y especialmente, la lengua natural, en concreto la lengua
hablada, es el medio normal de comunicacion alumno-alumno y alumno-
profesor; la presentacion de la situacion de partida e instrucciones sobre la
manipulacion del material; la discusibn y adopcion de convenios
representativos; el acercamiento a resultados y propuestas de solucién, su
marcha reductiva hacia la simbolizacibn formal; etc, son funciones
comunicativas perfectamente cubiertas por el lenguaje oral en la clase de
Matematicas.

El cuidado de la expresion verbal, con sus cualidades de claridad, suficiencia y
precision, favorece el desarrollo de la actividad participativa del alumno en la
investigacion y su marcha segura hacia el descubrimiento. Sin contar con que
la mayoria de los estimulos que el profesor dirige a dicha actividad vendran
dados en forma verbal.

Esta funcion comunicativa neta del lenguaje natural se prolonga hasta la
expresion de conceptos matematicos resultantes del investigar, bien sea en
forma de enunciado de la solucion, bien en la forma de definicion y la reduccién
de ésta a un término.

"Toda definicion ha de explicar como elimina alguna locucion, parafraseandola,
o bien ha de explicar las sentencias en las cuales aparece, reduciéndolas a un
vocabulario residual que, finalmente, se limita a unos términos rudimentarios”
(W. V. Quine; 1974, 221).

Asi pues, dos puntos fundamentales a tratar: la eleccion de nuevos términos
definitorios de realidades mateméticas y la expresién de dichas realidades
como meta o paso hacia la formalizacién simbélicomatematica.

Pueden darse abusos:



"Gran parte de la nueva terminologia es totalmente innecesaria.(...) La
comprension que los estudiantes adquieren, generalmente a través de la
experiencia, es suficientemente buena. Habitualmente, las definiciones
formales no son necesarias" (M. Kline; 1978, 80).

De acuerdo en lo relativo a la "comprension”; pero no hay que exagerar. La
definicion correcta y su reemplazamiento por un término son imprescindibles en
muchos casos; mantener lo contrario seria imposibilitar la comunicacion: ni el
lenguaje ordinario tendria sentido.

La anterior acusacion proveniente de M. Kline, va dirigida mas exactamente a
la terminologia promovida por la llamada "matemética moderna”.

"Parece indudable que la supuesta novedad de las Modernas Mateméticas
procede, en buena medida, de la introducciébn de una nueva terminologia
menos util que la antigua. Lo que se ha presentado como Matemética Moderna
es mas bien palabreria, y muchas veces, una parodia de dicha Matematica
moderna" (M. Kline; 1978, 82).

El vicio, pienso, no se debe a la Matematica, Moderna o Clasica, sino a los
profesores y autores pedantes.

La preocupacion por la precisibn matematica; el afan por ponerle nombre a
todo, sin pensar en qué utilidad comunicativa proxima pueda tener; la sana
intencion de que los términos "vayan sonando” a los alumnos para cuando se
los encuentren el dia de mafiana; y complejo de "profesor diccionario". He aqui
algunos moviles posibles de tal vicio.

"El lenguaje elaborado como por ejemplo, el conjuntista s6lo debe emplearse
para tratar cuestiones que presenten un interés real. Emplearlo sin razén no es
hacer ciencia ni prepararse para hacerla; es caer s6lo en una preciosidad
ridicula" (J. Leray; 1978, 175).

Tres consejos o medidas de prudencia para que la adopcién de un nuevo
término merezca el elogio de la didactica: oportunidad, naturalidad y sobriedad.

¢,Cuando debe introducirse un término matematico o concepto, considerado por
supuesto como necesario? La respuesta se contiene en la propia pregunta:
cuando los alumnos perciban esa necesidad, aunque no sea explicitamente.
Una vez que hayan comprendido la realidad a significar por dicho término.
Aunque puede ocurrir gue no se hayan explicitado aln los componentes de tal
realidad; basta con que la hayan captado en su representacién gréfica o
expresada en los comportamientos fisicos de la situacion de partida y la
dominen operativamente.

"Nuestro progreso en el orden de las abstracciones no puede hacerse mas que
al tenor de progresos paralelos en la asimilacion del lenguaje” (P. Villey; 1946,
19).

Abstraccion y lenguaje pueden apoyarse mutuamente, gracias a la analogia;



hecho que se refleja en nuestro segundo consejo.

Despreciar el "sentido de la oportunidad”, hacer que se "aprendan los términos"
antes de ser comprendidos acceso al "significado” o de haber asimilado
intelectualmente la realidad que representan, es cultivar dos malas hierbas
educativas y culturales: el verbalismo huero y el error conceptual.

Naturalidad. Que no quiere decir restar importancia al suceso de poner nombre
a un nuevo concepto o técnica debe ser sugerida por los alumnos, buscada
entre los términos de la vida corriente, que haga referencia a situaciones de la
vida ordinaria o cientifica por ellos conocida. Es momento para la actividad
orientadora y rectificadora del profesor, sugiriendo, tal vez, acudir a la
etimologia.

La etimologia: jQué gran recurso, explicitador muchas veces del contenido de
un término matematico! Hay que conseguir a toda costa que nuestros alumnos
liguen la terminologia matematica con la de la vida corriente. Que la
terminologia matematica pierda su caracter de esotérica, de incomprensible e
indescifrable en su aspecto linguistico. Convencerles de que los términos
matematicos, en general, no son caprichosos e impuestos. Y estos
"convencimientos”, como mejor se alcanzan es a través de intentar el "convenio
participado”, del ensayo, de la busqueda por ellos mismos. Y una fuente
fecunda de significantes es la exploracion por las selvas de la Etimologia.

Olvidar esta "naturalidad", subyacente en la inmensa mayoria de los términos
matematicos, obliga al alumno a la memorizacion mecéanica, vaciando aquellos
de contenido.

“La introduccion de tantos términos nuevos, y particularmente la de términos
que no sugieren lo que representan, supone una carga intolerable para la
memoria” (M. Kline; 1978, 81).

Y, por altimo, una invitacion a la sobriedad en el Iéxico matematico. Es decir:
pocos términos, suficientes y claros. "El problema real al hablar no es que el
lenguaje sea preciso. El problema es que el lenguaje sea claro” (Feynman; cit
por M. Kline; 1978, 86).

Si un término no va a ser utilizado sino pasajeramente, mas vale evitarlo y
contentarse con una denominaciéon “natural”, haciendo saber que es
provisional. Y no acumulando sin6nimos. ¢A qué viene la denominacion de un
"subgrupo normal”, "invariante" o "distinguido"..., si el alumno no va a conocer
otro tipo en muchos afios?; tomaremos las denominaciones mas usuales o las

utilizadas por el texto, y basta.

Prometi tratar de la funcién que el lenguaje natural puede desempefiar como
etapa en el proceso de formalizacién, concretamente como antesala de la
expresion simbdlicomatematica; lo haré muy brevemente.

Formulada una definicion en lenguaje natural, la expresion formal puede surgir
mediante la sustitucion de términos o expresiones de aquella por simbolos o



grupos de simbolos matemaéticos.

Pero no basta la "intencion de hacerlo": dicha expresion de partida en lenguaje
natural debe reunir ciertas condiciones para la presunta "traduccién”, en
concreto:

. Contener todas las locuciones que habran de aparecer en la expresion
formal final; si es necesario, se despliegan algunos de sus términos en
perifrasis, se explicitan elipsis, etc. Se ruega no maltratar "en exceso" la lengua
materna.

. Perseguir un orden de presentacion o construccion analogo al que
deberan ocupar los segmentos formales; lo que obligara a rescribirla,
reordenando sus expresiones y proposiciones parciales. Lleva implicito un
ejercicio logico de alto nivel. Debe procurarse en todo momento conservar el
sentido natural, la inteligibilidad por el alumno; si esto no se logra, se produce
una discontinuidad dificilmente superable.

. Sustituir unas expresiones o términos por otros equivalentes cuya
expresion formal simbdlica se conozca de antemano.

. Reemplazar gradualmente expresiones o términos de habla comdn por
sus equivalentes en forma simbdlica. En cada paso, se obtendran "expresiones
mixtas" de ambos lenguajes.

. Convencerse de que la "forma simbdlica pura"™ es mision practicamente
"imposible" y, las mas de las veces, "inatil".

. Es preferible la técnica de "rescribir cada paso”, con las modificaciones
oportunas, a "borrar y sustituir". Mucho mas lento y trabajoso, pero més eficaz
y convincente; aparte de permitir la comparacién, conserva los productos
parciales, como muestra de la continuidad del proceso y posibilita el "repaso”.

Se deduce inmediatamente que es una tarea laboriosa, que lleva tiempo, por
tanto. Pero que no debe eludirse con aquellos alumnos que manifiestan
dificultades para comprender el significado de definiciones formales. Al menos,
en los primeros momentos, o con definiciones y teoremas capitales. Para
reducir el numero de pasos, puede subrayarse o0 encuadrarse varios
fragmentos a sustituir en cada "formulacién intermedia”.

La tarea no es facil para el alumno ciego, por lo relativamente lento y trabajoso
de su instrumental de escritura; asi como por la imposibilidad de subrayar o
encuadrar.

Puede escribirse, no obstante, utilizando un renglon para cada fragmento de la
expresion que estime susceptible de sustitucion, o en lineas alternadas con
otras en blanco.

Pero no minusvaloremos a nuestros alumnos: ellos saben también inventar las
técnicas adecuadas: no hay que olvidarse de su capacidad creadora.



5.6. EL LENGUAJE DE LAS EXPRESIONES FORMALES

La Matematica tiene un lenguaje exclusivo: el simbdlico-matematico o formal.
Temporalmente finito pero abierto en sus expresiones y términos, aunque
sometido a reglas fijas. Coherente, adecuado, exacto y completo. Con sus
sinonimias y polisemias localizadas. Y en permanente evolucion.

Con tal fuerza que se ha transferido a la mayoria de las ciencias. Con tal
virtualidad que otras lo han imitado, tan original y coherente que algunos lo
identifican con la propia Matematica.

Estos ultimos son los que no dudan en vaciar a la Matematica de su contenido
real, al observar la aplicabilidad de la Logica Formal a las rigidas formas del
lenguaje matematico, pareciéndoles entonces un instrumento de investigacion
adecuado, imponente, casi Unico. Los mismos que ignoran la preeminencia de
la Logica Material sobre la Légica Formal, identifican Légica y Matematica
como identifican pensamiento, lenguaje y realidad.

El lenguaje formal matematico debi6 nacer con los simbolos numéricos; fueron
los primeros simbolos del lenguaje ordinario escrito. Por razones culturales o
comerciales, superaria las fronteras de una lengua para incorporarse a otras,
universalizandose.

Después, paulatinamente unas veces, a saltos otras, fue incrementando su
caudal signo grafico a la par que consolidaba su caracter propiamente
matematico y se independizaba de las lenguas naturales.

Hasta llegar a nuestros dias, en los que aumenta al ritmo del capricho o locura
de los autores mas que al de la exigencia de la propia Matemética. Pero el
lenguaje formal hay que aprenderlo y aplicarlo: si no se conoce si no se
aprende, no puede aplicarse y, en Matemética, no cabe aprendizaje sin
aplicacion.

5.6.1. Funciones
Su finalidad es clara, como la de todo lenguaje: favorecer la comunicacion.

Con su universalidad y economia de signos, facilita casi podriamos decir, mas
radicalmente, que "posibilita” la comunicacion de los matematicos entre si y de
los matematicos con la Matematica. Y la intercomunicacion de las ramas de la
Matemética y con la Logica Formal, permitiendo, ademas, la aplicabilidad de
ésta Ultima a los procesos de matematizacion como reglas fijas aplicadas a
piezas rigidas.

Dos obsequios: favorecer el célculo y favorecer la analogia.
"La sustituciébn de simbolos en lugar de palabras es uno de los avances

grandemente responsables del progreso del hombre en la ciencia" (Feiffer;
1974, 234).



“La enormidad de las maquinas modernas, de los negocios y del gobierno,
viene creando mas y mas problemas en el razonamiento que son demasiado
intrincados para que el cerebro humano los pueda analizar sélo con palabras”
(Ibid).

La Logica Formal Simbdlica y la Matematica trabajardn juntas muchas veces
con el instrumento comun del lenguaje formal.

El principio rector de la aplicacion del lenguaje formal al proceso de
matematizacion, tanto en la investigacién real como en la Didactica, es el de
formalizacién local lo que indicabamos ya en otro lugar. Pero este principio ha
degenerado en dos vicios que truecan un instrumento de comunicacion en
barrera insalvable para muchos: la formalizacién total o quasitotal y el empefio
por imponer como estables simbolos empleados con caracter transitorio. Su
raiz comun es el afan por simbolizarlo todo de forma original.

De gque la Matematica sea rigurosa y que la expresion formal favorezca la
aplicacion del rigor légico, no se deduce necesariamente que la Matematica
tenga que ser formal.

“La verdadera leccién que nos da Hilbert es la de que solo puede llegarse al
rigor absoluto eliminando la significacion. Si fuese necesario elegir entre rigor y
sentido, yo elegiria el sentido sin dudarlo un momento. Asi se ha hecho
siempre en la Matematica, en la que se estd siempre en una situacion
semiformalizada, con un metalenguaje que es el lenguaje ordinario no
formalizado. Y todos los miembros del gremio se conforman con esta situacion
impura y no piden nada mejor" (Rene Thom; 1978, 149).

Los alumnos se adhieren a esta conformidad alentados por Kline:

"El simbolismo puede servir a tres fines. Puede comunicar eficazmente las
ideas; puede ocultar las ideas; puede ocultar la falta de ideas. (...) Muchos
simbolos no sirven para nada; el lenguaje ordinario es mejor. El pequefio
ahorro de espacio estd mas que compensado por el obstaculo psicolégico que
supone al estudiante” (M. Kline; 1978, 84).

¢,Cuanto simbolismo? La medida viene dada modificando la pregunta: ¢ para
qué el simbolismo? ¢simplemente por traducir una expresion del lenguaje
natural, como ejercicio o para que vuele a través de las fronteras? ¢o0 para
aplicarlo en el calculo dentro de la estructura y reconocer una propiedad o un
concepto en objetos diversos, etc.? ¢finalidad cultural o matematico practica?

El criterio basico de utilidad hay que aplicarlo matizadamente a los dos tipos de
convencionalismos simbolicos que pueden darse en el transcurso del proceso
de formalizacion: los convenios locales y los simbolos establecidos como
"oficiales".

Los convenios locales, transitorios, adoptados y adecuados a la situacion fisica
0 matematica pura en la que se trabaja.



Libres en su eleccion; con tal que sean evocadores, homogéneos, oportunos
en el tiempo y con participacion de los alumnos en la decisién de adoptarlos
cudles y cuando, que den lugar a una representacion sencilla y discriminante.

Y los simbolos convencionales adoptados y utilizados oficial y mas o menos
universalmente. No se trata de introducir un nuevo simbolo para la adicién, por
ejemplo. Aunque para una operacion o notacién que al final del proceso
aparecera como operacion conocida de antafio a pesar de que durante el
proceso permaneciera disfrazada puede adoptarse no importa qué simbolo
provisional; favoreciendo asi la sorpresa final ante el descubrimiento.

Al servirse de los signos para investigar, sentiran la necesidad de la expresion
formal cuando hayan comprobado por si mismos la comodidad que supone la
utilizacion de simbolos en lugar de palabras habladas o escritas. Cuando
comprueben que una expresion formal es aplicable a objetos fisicamente
diversos, aunque matematicamente homogéneos. Cuando comprueben que el
lenguaje formal es instrumento para la generalizacién de resultados.

Esto nos determinara el cuando de la traduccidn a lenguaje formal.
5.6.2. Braille y matematica

El alumno con resto visual no tropezard, en principio, con otras dificultades que
las derivadas de las caracteristicas de su vision remanente a la hora de leer las
expresiones en el tablero o en el cuaderno de los compafieros. No obstante, el
"profesor de aula" debe velar por la correccion de su trabajo; pero no mas que
si se tratara de un alumno vidente.

El panorama de variedad e inestabilidad simbdlica, que se apuntaba al
comienzo, ha supuesto y supone un grave problema para el ciego. No
obstante, el braille se ha manifestado también suficiente para cubrir las
necesidades de la expresién simbolicomatemética.

Los simbolos del braille literario han conseguido salvar las fronteras, y la
unificacion puede considerarse como lograda para las lenguas de grafia
comun. Especialmente desde que la UNESCO tomé a su cargo esta tarea de
promocién y unificacion del braille, con la creacion en 1954 del "Comité Mundial
del braille" (WBC) como Subcomité del "Comité Mundial para el Bienestar
Social de los Ciegos (WBWC). Sin embargo, y a pesar de los esfuerzos de
dicho Subcomité, la notacion matematica braille ha padecido una suerte bien
distinta, incluso para los simbolos mas elementales, como pueden ser los
numericos.

Para la unificacion de la notacion matemética en tinta funciona desde hace
afilos una Comision Internacional en la que Espafa participa a través del
Consejo Superior de Investigaciones Cientificas (Instituto de Ciencias
Matematicas "Eduardo Torroja").

En el sistema braille, el problema de la unificacion se replantea y no por
primera vez a comienzos de los afios sesenta. A Espafa, por potencial



econdmico y prestigio organizativo en el tratamiento de problemas del ciego, se
le encomienda la tarea de proponer una "Notacion Unificada". Los frutos son
minimos, hasta que Francisco Rodrigo, de la Imprenta Nacional Braille de la
ONCE en Madrid, aborda decididamente el problema. Su trabajo desemboca
en la presentacion de tablas comparativas de signos pertenecientes a 10
notaciones aplicadas en los paises de mayor capacidad editorial braille, y la
elaboracion de una nueva notacién que apenas respeta los signos aritméticos
elementales mas comunes.

El panorama hoy es bien distinto del de hace 30 afios: el sistema braille
dispone de una notacion matematica completa; a mi juicio, sencilla,
matematicamente coherente y adecuada a las caracteristicas del tacto. La
aceptacion de esta notacion "U" de Francisco Rodrigo es creciente, pudiendo
decirse que, entre las lenguas de abecedario latino, sélo son excepcién
algunos de los de Europa Oriental. Como Unica Notacidbn oponente, la
propugnada por Rusia; y el permanente aislacionismo del Cédigo Nemeth
norteamericano.

Los paises de habla castellana a través de sus imprentas y editoriales braille,
llegan en 1987 a un acuerdo de unificacion; acuerdo firmado en Montevideo
(junio, 1987). Aunque no coincide exactamente con la "Notacion U" de F.
Rodrigo, toma de ella la inmensa mayoria de los signos propuestos y los
criterios de univocidad, adicién, simetria y "forma visual'. En el Anexo se
incluyen los signos mas usuales.

La "Notacion Matemética Unificada" cubre holgadamente las necesidades de
expresion formal para el proceso de matematizacion en los niveles de
Ensefianza Primaria y Secundaria; a mi juicio, también las del nivel
universitario.

Pero el Sistema braille es lento; y, en Matematica, complicado e insuficiente.
Lento para la escritura aunque el empleo de la maquina de escribir tipo Perkins
soluciona en parte este problema y, sobre todo, lento y dificultoso para la
lectura y la correccion.

La escritura braille en Matemética tiene complicaciones intrinsecas. La principal
proviene de su "caracter lineal". Desde los primeros niveles instructivos,
aparecen expresiones "bidimensionales": fracciones, exponentes, subindices.
..; al mismo tiempo, ciertos signos incorporan un "caracter unificador: raices,
fracciones, exponentes y subindices, de nuevo... Es preciso entonces
transformar estas expresiones en "lineales”, mediante una reestructuracion
conceptual y el empleo de signos especificos ("paréntesis auxiliar"); pero se
pierde claridad didactica, no solo sencillez. (Ver ejemplos fig. 19)

¢, Como podra garantizar el "profesor de aula” un empleo adecuado del braille
por el alumno ciego?

De nuevo, se manifiesta clara la situacion bien distinta en un Centro
Especializado y en un Centro Ordinario.

En los Centros Especializados se cuenta con una premisa: el profesor debe



conocer el Sistema braille y su notacion matematica. Por consiguiente velara,
tanto en las sesiones de clase como en los trabajos, ejercicios y pruebas, por
una escritura adecuada teniendo oportunidad para indicaciones y correcciones.
Es aqui también mas facil la correccién entre los propios alumnos mediante la
lectura en alta voz de alguno de ellos. También cabe el recurso, apuntado en
otro lugar, de la correccion mutua.

La introduccién de un nuevo signo es rutinaria, especificandose los "puntos
Braille" que lo integran. Las expresiones complicadas o equivocas
especialmente, las de "caracter bidimensional" en tinta suelen "dictarse", o
advertir la dificultad. No es extrafio escuchar descripciones del tipo:

. Numerador (paréntesis auxiliar):...; partido, denominador (paréntesis
auxiliar)...

. Raiz cuadrada, de... (paréntesis auxiliar)...; termina la raiz (cierra
paréntesis auxiliar).

. elevado a: exponente (paréntesis auxiliar)...; termina el exponente (cierra
paréntesis auxiliar).

En un Centro Ordinario educacion integrada no se exime al "profesor de aula"
de conocer el braille, ni para textos ordinarios, ni para Matematicas; de modo
especial, en los niveles elementales. Debe atender tanto a describir
correctamente los nuevos signos, como a garantizar la "buena informacion” que
el alumno ciego tiene sobre los contenidos del tablero, control de sus escritos
productos de matematizacion facilitar la comunicacidn con sus comparieros,
adecuada trascripcion de los impresos para situaciones de partida y pruebas,
correccion de éstas, etc.



Figura 19. Versién Braille de expresiones bidimensionales

iNo es extrafio que un "profesor de aula" tiemble ante la posibilidad de tener un
ciego entre sus alumnos! Pero contara con dos auxiliares de envergadura: el
"profesor especialista” y el propio alumno. El primero, con la debida antelacion,
puede asesorarle e incluso iniciarle en la lectoescritura braille, colaborar con él
en la preparacion y correccion de materiales escritos, etc. El segundo, leyendo
cuanto se le reclame y aportando aclaraciones o descripciones; o consultando
directamente al primero las dudas que le surjan, o recibiendo indicaciones a
proposito de las pruebas o trabajos transcritos; y, sobre todo, porque contara
con el texto braille como "piedra de toque" para el contraste.



En ambos casos:

Las dificultades instrumentales o intrinsecas del braille aplicado a la
Matematica no puede eximir en absoluto al alumno ciego de su empleo
"habitual" y correcto en los productos de formalizacibn que se vayan
obteniendo en el aula, o que debiera utilizar en ejercicios, trabajos y pruebas.

Me atreveria a afirmar que no debe transcurrir una sesién de clase sin que el
alumno haya escrito alguna expresion matematica braille, numérica, para los
niveles elementales; simbdlica; al menos, desde el nivel terminal de la Escuela
Primaria (equivalente a 1011 afios).

Hay productos hibridos de la expresion formal y la expresién gréfica
bidimensional, pero con predominio de la primera. Es el caso de las tablas,
cuadros, etc. La representacion grafica interviene en cuanto que la disposicion
bidimensional de los simbolos o expresiones formales favorece la induccion,
analogia, retentiva, etc.; es decir, el aspecto didacticamente mas importante.
Para el alumno vidente no tiene otra dificultad que la iniciativa en construir
dicha tabla y observarla detenidamente, intentando extraer consecuencias
segun técnicas de exploracion espacial.

Para el alumno ciego, aparte de la posible dificultad en la aplicacion de las
técnicas de exploracién haptica y construccion de la imagen compleja con la
consiguiente lentitud y riesgo de pérdida de la relacidn entre los términos
explorados, hay que afiadir la dificultad técnicoinstrumental de la escritura de
dicha tabla o cuadro.

La maquina tipo Perkins es ciertamente util; maxime cuando puede retroceder
lineas a voluntad. Se precisa, no obstante, un célculo casi exacto de los
espacios o "celdillas" a ocupar por cada expresion formal elemental, a fin de
asegurar la encolumnacion y proximidad entre ellas, favorece asi la exploracién
ulterior; lo que puede motivar la inversion de filas por columnas respecto de la
disposicion que adquiriria la tabla para un alumno vidente.

Estas previsiones no siempre estaran al alcance de los alumnos, quienes en
principio, desconocen el aspecto final de la tabla o cuadro. Pero el profesor,
conocedor de los resultados formales y de la exploracién a realizar, si puede
sugerir la disposicién, espacios a respetar, signos a suprimir, etc. He aqui un
argumento mas en favor de la conveniencia/necesidad de que el "profesor de
aula" conozca el braille, sus posibilidades y limitaciones.

Para no encontrarse con la desagradable sorpresa de la irrepresentabilidad, en
caso de duda hay que realizar los célculos con antelacion; y, si fuera necesario,
modificar los datos de la situaciéon de partida; o la propia concepcion de la
Tabla, alterando su disposicion de horizontal en vertical, etc.

Volver al indice / Inicio del Capitulo




CAPITULO 6

EL MATERIAL EN LA DIDACTICA DE LA MATEMATICA
PARA CIEGOS

6.1. EL MATERIAL PEDAGOGICO
6.1.1. En la ensefanza de la matematica

¢Podria impartirse una clase de Matematicas paseando por el campo o el
jardin? Si; pero llegariamos poco lejos, no en el paseo, sino en la Matematica.

Lo mismo podria afirmarse con los alumnos sentados cada uno en su mesa, sin
otro material que la saliva del profesor.

Y esto, para la Matematica y para cualquier otra ciencia; cuanto mas elemental
sea el nivel, peor. Tal vez la Filosofia...

Los progresos pedagdgicos han ido acompafiados de un incremento en el
material a utilizar por el alumno. Material pedagdgico general, comdn a varias
disciplinas, y especifico de cada area.

Para el segundo, la escuela activa supuso un impulso notable. Y, en
Matematica, cabe hablar de sobresaliente. Desde Montessori y la escuela
italiana Emma Castelnuovo hasta nuestro Puig Adam con su ilusion por
convertir la clase de Matematica en una clase taller donde los alumnos
confeccionaran el material a emplear. El mercado esta hoy invadido por
material pedagogico para la ensefianza de la Matematica, al mismo nivel casi
que las Ciencias Naturales, la Fisica o la Quimica.

Material general y material especifico que tienden a cubrir las necesidades
comunicativas y expresivas del alumno, a facilitar la comprensién de los
contenidos, a superar limitaciones personales, en una palabra, a favorecer el
proceso de matematizacion.

El adiestramiento, sobre todo para el alumno ciego, en el uso del material
conduce a la imbricacibn de é&reas diversas de conocimiento, con la de
Lenguaje en el caso del material de lectura y escritura, y con la de expresion
plastica para el de dibujo y de Pretecnologia o Fisica para el de situaciones de
ensefianza-aprendizaje.

No es cuestion de detenerse en detalles. Pero piénsese, por ejemplo, en el
efecto lentificador que tiene en el proceso de matematizacion, la falta de
destreza manual para el dibujo, o para el reconocimiento y manipulacion del
material en una situacion de partida, etc. O en el obstaculo que significa para el
estudio personal una lectura poco agil, sea en braille si el alumno es ciego total
0 en tinta si dispone de resto visual suficiente.

El alumno con resto visual utilizara instrumental de trabajo y material



pedagogico especifico en todo analogo al del alumno vidente. Pero al alumno
ciego total ha habido que dotarle de dicho material. Mejor dicho, hay que
dotarle; porque el desfase, como en tantos otros, también se deja notar en este
dominio.

6.1.2. Material o instrumental general

El material general, que hace siglos dej6 de ser problema para el alumno
vidente hoy lo es tan sélo de progreso en la sofisticacion, sigue siendo, en el
caso del ciego, insuficiente y, en ocasiones, inadecuado. Tres grupos
principales: instrumental de lectura, de escritura y de dibujo. A este ultimo me
referi por extenso al tratar de la representacion grafica. Y al de lectura, los
textos de Matematicas, le dedico una seccion en este capitulo.

El alumno ciego empleara para la escritura el codigo braille; tanto para texto
literario o de lengua comun, como para las expresiones simbdlico matematicas.
Desde el primer momento, Louis Braille previo la necesidad, confiriendo
significado matemético a algunos de los simbolos de su sistema no utilizados
como abecedario. Desde entonces (1827), y a medida que se aceptaba el
sistema braille como medio de trabajo en el aula, los estudiantes ciegos se han
servido de él: en los textos de estudio, toma de apuntes, realizacion de
ejercicios y problemas; leyendo lo que otros transcribieron, y escribiéndolo por
si mismos.

En un principio, la escritura fue manual: regleta o pauta, y punzon. Aunque los
primeros disefios de "maquinas de escribir Braille" datan de mediados del siglo
pasado, su empleo en el aula no se ha generalizado hasta que, hace unos 30
afos, se produjo su produccion masiva.

Especial mencion merece el modelo de "Perkins School for the Blind" (fig. 20).
La posibilidad de lectura simultdnea de lo ya escrito (punto "positivo”) y la de
retorno a lineas sin pérdida apreciable de precision, convierten la "maquina
Perkins" en un instrumento de primera categoria; completado ademas con
accesorios tales como el "teclado para una sola mano" util no sélo a los
mancos, tablerosoporte suplementario para lectura, etc. Su costo no es
excesivo en torno a las 80.000 pesetas (valor para Espafa, en 1996).



Figura 20. Maquina Perkins

Pero en cualquier caso la "maquina Perkins" es voluminosa, pesada y ruidosa...
Existen otros modelos ("Erika", oriunda de Alemania), pero sus caracteristicas
generales son anélogas al de "Perkins", o mas bien de inferior calidad.

Hace una quincena de afios afirmdbamos que "el futuro en el material de
escritura se orienta hacia el almacenamiento de braille registrado
electrénicamente en cassette compacto o similar’. Es el presente: "Braille
Hablado" (de "Blazy Enginnerings”, Estados Unidos) (fig. 21), "PC Hablado"
(U.T.T.O.N.C.E., Espaiia) (fig. 22), entre otros dispositivos. El almacenamiento
se realiza en la memoria propia del aparato o en soporte fisico externo

(ordinariamente, "diskette" de 3 %pulgadas), silencioso, transportable, con

posibilidad de correccién limpia y de interpolacién de signos y expresiones.

La presentacion del texto es, de ordinario, en forma hablada ("sintesis de voz").
Pero algunos de estos dispositivos incorporan o pueden ser conectados a un
display tactil de caracteres braille "Linea Braille" (fig. 23), configurados merced
a vastagos emergentes (entre 20 y 80 caracteres por "Linea"); periférico éste
que seria indispensable para su empleo en Matematica, por la presencia de
formulas, signos especiales, etc. El precio del dispositivo en si varia entre
1.000 y 2.000 ddlares; pero debe afiadirse el de la "Linea Braille", que lo
duplica, cuanto menos. El principal defecto estriba en la linealidad de su panel
de lectura; recuérdese lo que se decia al final del capitulo anterior a propésito
de cuadros y tablas.



Figura 21. Braille Hablado

Figura 22. Pc Hablado



Figura 23. Linea Braille

A su vez, pueden ser conectados a una "impresora Braille" (fig. 24), que
reproduce exactamente los signos introducidos manualmente. Pueden asi
disponerse de escritos y composiciones tabulares braille en toda su riqueza
bidimensional. Pero el inconveniente surge ahora en el momento de introducir
los datos, ante la dificultad de "controlar" su disposicion al "escribirlos".
Ademas, estas "impresoras braille” no son utilizables en el aula: excesivamente
ruidosas, lentas, in transportables y, sobre todo, costosas.

La informética llega en auxilio del ciego: los ordenadores ya en dimensiones
transportables, convenientemente conectados a una "Linea Braille", permiten la
escritura y lectura simultanea; aunque solo sea en una dimension, linea a linea
(si bien puede "avanzarse" o "retrocederse" por el "contenido de pantalla®).
Tropezamos, no obstante, con la barrera de los precios aun elevados y la
dificultad de manejo por un alumno de corta edad, ya que requiere unas
destrezas de alto nivel.

El futuro ahora lo representan los "displays tactiles", susceptibles de ofrecer
tanto caracteres braille como gréficas en relieve. Ya sea como "Braille efimero”
electromecanico, o0 mediante impresion rapida, silenciosa y econémica en papel
o similar.

Mientras llega una mejor solucion...

para el alumno ciego total, la "maquina Perkins" es el instrumento
imprescindible de trabajo en el aula de Matemética.




Figura 24. Impresora Braille

Sin embargo, su empleo maxime, en Matematica requiere la aplicacion
continua de destrezas multiples:

. Dominio de las técnicas de lectoescritura en el sistema braille; tanto en lo
referente al codigo literario como a la especifica notacion matematica.

. Correcta discriminacion de los signos de la Notacion Mateméatica Bralille;
facilmente equivocos, al diferenciarse con frecuencia en un Unico punto o en su
posicion absoluta o relativa.

. Alto nivel de desarrollo de las destrezas exploratorias para el braille; pues
la lectura y/o exploracion de operaciones, tablas y cuadros con el papel
incorporado a la "Perkins" simultaneamente a su escritura, exige de ordinario
posturas incOmodas, falta de apoyo para el papel, etc.

. Buena orientacion espacial en el espacio proximo ambito de la hoja
braille; que permita la adecuada maquetacion, columnacion, etc., precisas en
Matematicas.

. Dominio de los mecanismos de avance y retroceso de la maquina
ubicacion de la cabeza impresora; que permita, ademas, efectuar correcciones
de signos intercalados en una expresion.

Destrezas todas ellas que deberan evaluarse y, en su caso, habilitarse con la
debida anticipacion, a fin de evitar retrasos del alumno o entorpecimientos en la
marcha normal del grupo. Evaluacion y habilitacibn que no se hallan
habitualmente entre las competencias esperables en un "profesor de aula” del
Area Matematica en un Centro ordinario Educacion en integracion, sino que
son labor especifica del profesor especialista, quien si puede adiestrar al
alumno, orientar al profesor, fijar los ejercicios oportunos, etc.



Adelantar, por dltimo, que a la maquina Perkins se le concedera también el
papel de "instrumento de célculo"; como se vera en 6.4.2.

6.1.3. Material pedagogico especifico

El material especifico para la ensefianza de la Matematica, tanto para el ciego
como para el vidente, comprende dos grupos, en ocasiones solapados:

. Material para la creacion de situaciones de partida.
. Material o instrumental para el aprendizaje del calculo y su facilitacion.
A ellos corresponden sendas secciones del capitulo.

Recordemos que la finalidad conferida al material en la clase de Matematicas,
es favorecer el proceso de matematizacion. En concreto, favorecer la
comunicacién alumno-realidad y alumno-Matematica, ésta a través de los
productos de formalizacion, o lo que es lo mismo: favorecer la comprension de
la Matematica, asimilar correctamente los conceptos, adquirir destreza en la
aplicaciéon de las técnicas; desencadenando el proceso y contribuyendo a
superar bloqueos de orden psicolégico.

En el mercado se encuentran, cada vez con mas frecuencia y bajo precio,
materiales manipulativos de todo género, utilizables en las clases de
Matematica. Su valor didactico es diverso. Lo importante no es tanto la calidad
o sofisticacién, sino las posibilidades que encierra y, sobre todo, el empleo que
de él se haga.

Los criterios de evaluacion del material son analogos a los sefialados para las
situaciones de partida (véase: Apartado 4.1.3). Pero tengamos muy presente el
principio de la escuela activa: Siempre que sea posible, que el alumno haga
las cosas por si mismo. Con una traduccion casi obligada:

El material confeccionado por el alumno al menos, con su colaboracion es
mucho mas valioso didacticamente que el adquirido en el mercado.

En este sentido, el material pedagogico y muy especialmente el utilizado con el
alumno ciego en situaciones de partida o de aplicacién, graba indeleblemente
el caracter real de la Matematica, asegura un profundo conocimiento de su
modo de ser y comportamientos posibles y es un formidable estimulo para el
desarrollo de capacidades manipulativas, creativas y de expresion plastica. En
nuestro caso, para colmo, los libros braille son pobres en representaciones,
ausentes de color, aburridos.

Por consiguiente, mas que lamentar la ausencia del mercado de material
especifico para el uso por alumnos ciegos, debemos sentirnos invitados a su
creacion.

Exijamos al material ciertas cualidades acordes a su finalidad:




. Transportable. Para que el material sea empleado por los alumnos ciegos
es imprescindible su "transportabilidad"; de otro modo la pérdida de tiempo en
el traslado rompe el ritmo de las clases y dispersa el esfuerzo del alumno.

. Adecuado a las caracteristicas perceptivas. El tamafio y cualidades de un
dispositivo puede dificultar la percepcion héptica del conjunto, con los
problemas que esto conlleva. No olvidemos que el alumno vidente puede
observar en grupo y con todo detalle un material en ejemplar Unico. Por el
contrario cada alumno ciego debera disponer de su propio material, o a lo
sumo, compartido con un compafero, o con dos si uno al menos dispone de
resto visual adecuado.

. Sencillo. EI material, o es de uso simple, o no favorece la comprension. Si
va a implicar una dificultad comprensiva adicional, con la consiguiente fatiga y
pérdida de tiempo, si va a entorpecer mas que ayudar, si ni siquiera divierte,
sobra. No se trata de ser originales, sino eficientes: el objetivo es aprender
Matematicas, y el material es un auxiliar, no mas.

. Econdmico. El profesor no suele reparar en costos. "En educacion se
gasta lo necesario”, y "todo es imprescindible"... Pero "no siempre hay que
gastar”, o "a veces conviene no gastar”... Un gasto se justifica por la utilizacion
continuada del material, y por ser ciertamente insustituible y educativamente
rentable; entonces pasa a llamarse "inversion educativa”.

. Confeccionable por el propio alumno; siguiendo las oportunas
indicaciones, o, al menos, en cooperacion con el artifice.

. Cualidades sensoriales. Pueden ser determinantes del atractivo que tenga
el material para el alumno. Una situacidn matematicamente rica, pero
presentada con material anodino, pierde aliciente para ser estudiada. Esto lo
sabe muy bien quien ha encargado a sus alumnos la elaboracion de algun
material: es en ocasiones envidiable la riqueza cromética, de formas, tamafo,
acabado y materiales empleados; el alumno lo hace "a su gusto”, responde a
sus intereses e inclinaciones sensoriales propias.

Al tratarse de alumnos ciegos, este Ultimo aspecto cobra importancia decisiva.
Me referia a ello al considerar el lenguaje de las representaciones graficas;
reincidiré en una préxima seccion.

Quedan por analizar dos problemas de indole distinta, aunque comunes a todo
el material. ¢Qué hacer cuando tengamos un alumno ciego en un grupo de
videntes? ¢Y cuando en un grupo de alumnos ciegos, algunos dispongan de
vision remanente?

Un alumno ciego entre videntes no esta dispensado de utilizar todo el material
necesario del que se disponga. Y digo "no esté dispensado”, porque prescindir
de algo necesario para su actividad, le automargina del grupo de clase, deja de
"ser uno mas", con perjuicio propio y pérdida de estimulo moral para los demas
alumnos. Puede que llame la atencién, pero la extrafieza inicial por los medios
personales de trabajo sélo da lugar a un movimiento de curiosidad primero y al



habituamiento después.

Verdad es que la maquina Perkins es sonoramente llamativa. Pero en la clase
de Matematicas, en medio de una discusiéon de grupo, no se hace notar en
exceso. Puede ademas amortiguarse su ruido mediante un soporte alfombrado.

Es indudable que el manejo del material adaptado, sea de lectoescritura, sea
cualquier otro manipulativo, es mas lento que el utilizado por alumnos videntes;
esto incluye el riesgo de que el ciego quede descolgado de la actividad del
grupo o que el ritmo general quede sometido al del alumno ciego. Es el precio
probable de la educacion de un ciego en un centro ordinario, aunque no
siempre, y que no ocurra debe ser objeto primordial de la actuacion diferencial
del profesor

La adecuada atencion a los alumnos con resto de vision que forman parte de
un grupo de ciegos es inexcusable. No cabe el pretexto de que "los ciegos
totales van a sentir mas agudamente su limitacion”, o que "se rompe la
homogeneidad en el material empleado”. El alumno tiene el derecho de ser
educado, dentro de las posibilidades, conforme a sus cualidades personales.

Nos encontramos asi con la necesidad de incorporar el color a los materiales
de las situaciones de partida, si asi lo reclaman éstas. Y el texto en tinta, con
las ayudas Opticas precisas. Y la escritura ordinaria o la inclusion del tablero o
retroproyector para dichos alumnos, situados quizas en lugares preferentes y
bien iluminados, etc.

Pero es preciso advertir del exceso vicioso: que un alumno disponga de resto
visual no significa que éste sea suficiente o adecuado a las necesidades de
trabajo en el aula. Una cosa es que "pueda leer" y "leer Matematicas", y otra
muy distinta que su velocidad sea adecuada. Una, que "pueda escribir"; y otra,
qgue su letra sea "inteligible" (se dan casos de alumnos que, escribiendo en
tinta, son incapaces de leer sus propios trabajos).

6.2. EL "LIBRO DE TEXTO"

El libro de texto para los niveles elemental y medio de ensefianza ha ido
evolucionando a lo largo de los siglos, desde que empezé a utilizarse. De modo
especial en el dltimo siglo y medio, generalizada la educacion institucional y
abaratados los costos de produccion bibliografica.

Ha cambiado su presentacion de forma evidente: espectacular para la
Ensefianza Elemental. Las primitivas "Enciclopedias” que compendiaban todas
las areas, practicamente carentes de grabados, la progresiva incorporacion del
dibujo y la fotografia, la separacion posterior, segin Areas o Asignaturas, la
incorporacion del color, el predominio de las representaciones gréficas, la
columnacion, el desdoblamiento en fasciculos dentro de cada Area, segln
temas o partes.

Su contenido se ha visto modificado al compas de los progresos didacticos.
Desde los textos que contenian pura y simplemente "lo que el alumno tenia que



aprender” desnuda exposicidbn de conocimientos matematicos, se han ido
agregando indicaciones sobre "como comprender mejor" o sobre "cémo se
llega a los resultados”, en forma mas o menos deductiva o genética. De veinte
aflos a esta parte, abundan los textos que reflejan un efectivo itinerario de
matematizacion, bien recogiendo los productos y sistematizandolos, bien
exigiendo al lector esa tarea, como ocurre en los textos de Ensefianza
Programada; en ambos casos, se sefiala un itinerario para el descubrimiento
matematico, explicito o por explicitar (concepcion de "texto abierto").

El texto para ciegos ha recogido, sin duda, este segundo aspecto de la
mutacion; pero apenas han podido reflejarse los cambios formales, por las
limitaciones del Sistema Braille y de los procedimientos de impresion.

La versién braille se ha cefido a una escueta trascripcion de la parte "literaria"
y simbdlica del texto y la puesta en relieve de algunos de entre los recursos
graficos. La omision de otros, que condicionan o van al compas del desarrollo
didactico-conceptual; ha dado lugar a una auténtica caricatura del texto original
para videntes: en el camino, se han perdido buena parte de las intenciones
didacticas del autor.

Las dificultades de trascripcion al braille son numerosas. Me refiero,
evidentemente, a la trascripcion de textos de Matematicas. La raiz, pienso, es
Gnica: el texto original fue elaborado pensando en los reclamos
psicopedagodgicos visuales, las exigencias didacticas y las posibilidades de
edicion. El autor, al confeccionar su obra, pensaba en el alumno, la Matematica
y la imprenta.

Uno de estos autores me comentaba en cierta ocasion el disgusto que
experimentd al contemplar la edicion de sus textos a dos tintas, cuando él
habia indicado cuatro. ¢ No seria suya la culpa, al no haber tratado previamente
con el editor las caracteristicas de la publicacion?

Los textos empleados por el alumno ciego no han sido "escritos pensando en él
ni en las caracteristicas de la impresion Braille". Para mayor abundancia, ilustro
esta lamentacion analizando algunos aspectos formales.

6.2.1. Textos braille
Es ya habitual observar que las paginas de un texto actual de Matematicas
vengan distribuidas en varias columnas o cuerpos verticales, generalmente

tres. Aungue el criterio no es unico:

. En una de ellas se contienen los dibujos o graficas y las expresiones
formales.

. En una segunda, los comentarios e indicaciones acerca de dichas figuras
y expresiones formales, "relatando” asi en lengua comun el proceso de
matematizacion.

. En la tercera, se van reflejando los productos definitivos de la



matematizacion: "lo que el alumno debe retener definitivamente, util para el
repaso Y fijacion de conceptos y resultados.

Existe una correspondencia horizontal, conforme a la marcha del proceso, con
lo que el texto toma apariencia escalonada y el espacio en blanco abunda por
doquier.

Presentacion modélica para un texto de Ensefianza Primaria o Secundaria.
¢, Como trasladar esto al texto en braille?

¢ Transformando las columnas en bandas horizontales? La discriminabilidad
tactil de algunas figuras requiere toda una pagina... ¢ Reservando una de las
caras las pares, por ejemplo para las expresiones gréficas y formales y las
otras para el desarrollo conceptual en lenguaje ordinario y, resultados finales?
¢Y qué haremos con tanto espacio en blanco, con tal aumento de volumen y
costo?

¢ Y si transcribimos el texto siguiendo el orden de lectura en tinta, recuadrando
los resultados? Més 0 menos, asi se viene haciendo, pero el sensato afan de
aprovechar espacio no lo respeta estrictamente; el alumno se desorienta, y le
cuesta un notable esfuerzo localizar los resultados para el repaso el tacto es
mucho mas lento y fatigable que la vista en la localizacion de recuadros.

El color, la variedad de colores, en diagramas y graficas, puntos y lineas, en el
texto ordinario, palabras, frases, simbolos dentro de una férmula, férmulas
enteras... subrayados, recuadros, fondos de pagina...

Sin solucién actual en braille, apenas para figuras y graficas, merced a la
variedad de tamafio del punto, lineas dobles o discontinuas, de distinto tipo,
punto negativo, etc.

La variedad tipogréfica. Tres y hasta cuatro tipos de imprenta pueden aparecer
en un texto negrita, cursiva, cursiva negrita, junto con el tipo ordinario que se
esté empleando; y de diversos tamafos. Resaltan expresiones, términos y
formulas.

En braille se han pretendido algunas soluciones, aceptables si se efectia una
lectura continuada. Cuando se trata de un término, mediante el "indicador de
cursiva" (puntos 35); cuando de una férmula o frase, mediante el aislamiento
entre lineas, con respeto de lineas en blanco; o el encuadramiento en
recuadros. Pero apenas rompe la monotonia pretension en tinta y aumenta la
extension de la obra.

La expresion en braille de todas estas variantes trae consigo necesariamente el
aumento de las dimensiones fisicas del texto. La propia concepcién del texto
como desarrollo del itinerario de investigacion matematica ha aumentado el
volumen de la obra en tinta, con repercusién en el numero de volimenes en
Braille. Y el alumno ciego se asusta al pensar en cuatro, seis, ocho...
volumenes a estudiar; ¢quién no? Y aumenta proporcionalmente el costo del



texto y el tiempo de trascripcidon. Y falta espacio material para almacenar ese
arsenal de papel.

Desolador.

Todo porque el texto no fue concebido para ser utilizado por alumnos ciegos.
Quizas seria util a los autodidactas, pero no es util, eficaz, como instrumento de
apoyo en la clase de Matematicas.

¢Habrd que pensar en textos especialmente disefiados para su empleo por
alumnos ciegos?

Hay una dificultad complementaria: los cambios curriculares. Desde la Reforma
en curso (1990), no debe esperarse coincidencia entre nivel y curriculum: ni
entre Centros, ni de un curso a otro; dado que deberan estar en funcion de las
demandas contextuales y del grupo de alumnos. Razon ésta por la que las
Administraciones educativas recomiendan utopia marginar el "libro de texto",
acudiendo mas bien a fotocopias, apuntes, fichas de trabajo...

Las editoriales en tinta, en colaboracion con los autores, han alumbrado un
procedimiento para consolidar la pervivencia de una obra en el mercado,
asegurando las ventas y, con ello, abaratar los precios al aumentar las tiradas;
se facilita la utilizacion de un texto por los hermanos sucesivos de una familia
numerosa. La utilizacién multiple de un mismo ejemplar queda compensada
mercantilmente por el bajo precio en gran tirada.

La solucion se llama "obras por modulos”. Un texto para un cierto nivel
generalmente medio o superior, por el momento se escinde en unidades
tematicas o capitulos, editados separadamente. Permite, al mismo tiempo, que
partes de un mismo texto sean empleadas en cursos o ramas distintas.

Cuando al cambiar el proyecto curricular del nivel debiera cambiar el texto, es
suficiente sustituir unos médulos por otros o modificar alguno o algunos de los
antiguos. Permite ademas ediciones mejoradas de algin médulo deficiente en
la edicidn original. Y se evita la penosa impresion de falta de unidad en textos
elaborados por varios autores: hay unidad en cada médulo, aunque haya que
suponer diversidad en la obra completa, quedando clara la personalidad de
cada uno de los autores.

El profesor puede elegir entre unidades de distintos autores o editoriales,
conforme a su concepcion de la Matematica y de la Didactica a emplear, las
caracteristicas de los alumnos y del grupo, etc. Es la réplica a la costumbre
universitaria de seguir segun qué partes del programa por segun qué autores u
obras; algo que no se puede hacer en niveles inferiores sin desorientar al
alumno o complicarle excesivamente la vida, aunque sea conveniente iniciarle
en ese tipo de actividad.

Esta via, con ciertas ventajas de orden econdmico y pedagdgico, puede tener
importancia capital en la edicion de textos en braille.



Hagamos un poco de historia. Desde que cambiaba el programa hasta que el
alumno ciego disponia de un texto adecuado, transcurrian dos o tres afios no
exagero. El profesor solia recurrir a un texto del plan anterior, 0 se adoptaban
soluciones de emergencia alguna tan peregrina como la de grabar en cinta
magnetofonica un texto de Matemaética.

Venturosamente, estos tiempos han pasado, aunque las nuevas orientaciones
del plan educativo podrian haber desencadenado una catéstrofe.

La tragedia pudo ser aun mayor. Con la generalizaciéon de la educacion en
integracion, se multiplica la demanda de textos: cada alumno, practicamente
aislado, precisa una editorial diferente, sin apenas tiempo de prevision para ser
trascrito. En el limite de dificultades, los especialistas en trascripcion al Braille
de textos de Matematicas son escasos.

Pero la técnica viene en ayuda del estudiante ciego: jbienvenida la informatica,
el ordenador, la impresora o los displays Braille!

La produccion de un texto Braille ha dejado de ser problema. Bastan unos
pocos dias horas, casi, para que docenas de paginas se hallen a disposicion
del alumno. En breve, tampoco importaran las distancias: via "moédem” o
"correo electronico”, se recibird en el centro o en el domicilio del alumno un
texto recién transcrito, pedido pocos dias u horas antes. Después, a medida
que se necesite, puede irse imprimiendo en papel; suponiendo que no sea
suficiente su lectura sobre un "display Braille".

Hace quince afos aventuraba que "la edicion en modulos de las obras de
Matematicas para la ensefianza de ciegos permitiria que desde el mismo dia
de la comunicacion del nuevo programa se dispusiera de las tres cuartas partes
del texto necesario o quizas del texto completo, tomando médulos de otro nivel
aungue fuera preciso recortar contenidos."

Y ademas adelantaban que "no es dificil de llevar a cabo el propoésito, ya que
los varios volimenes de que consta una obra braille permiten distribuir los
contenidos por criterios tematicos; aunque fuera necesario aumentar el nimero
absoluto de volumenes, o diera lugar a extension irregular de éstos. Permitiria
también seleccionar capitulos de autores diferentes, segun no sélo la calidad
de la obra, sino también de acuerdo con su facilidad de adaptacion al braille y a
su estudio por alumnos ciegos."”

Hoy dia es una realidad: esos "modulos” o "unidades"” pueden extraerse, como
capitulos de obras ya transcritas y registradas en soporte magnético, e
imprimirse o componerse "a gusto del consumidor”; en este caso, el
"consumidor"” es la conjuncién profesor-alumno.

Los progresos en los equipos informéticos y de impresion pronto resolveran los
problemas aun pendientes:

. Impresoras/displays capaces de representar en relieve figuras vy
diagramas con independencia de la "matriz de puntos braille”.



. Impresoras/displays capaces de presentar simultaneamente figuras y
textos braille.

. Programas informaticos para la edicion de figuras en relieve.

. Programas informaticos para la transcripcion de notaciones matematicas,
tal como ya existen para el Braille literario ("COBRA", "KEDIT").

6.2.2. Funciones atribuidas

Avancé en las exigencias de un texto para ciegos, marginando consideraciones
sobre el papel del texto en la Didactica de la Matematica. Me detendré un
instante.

Al libro de texto de Matematicas se le pueden reconocer varias funciones.

A él acude el alumno o se le hara acudir para la fijacion de conocimientos
adquiridos en el transcurso de la matematizacion en el aula. Y fijarlos, sobre
todo, en lenguaje ordinario y simbolico-matematico, faciles de difuminar con el
paso del tiempo. Es una garantia de "estabilidad en la informacién".

Al mismo tiempo, podra contrastar el alumno la "calidad" de sus anotaciones,
en concreto: la exactitud en la expresion simbdlica, correccion de las
definiciones y enunciados de proposiciones, nomenclatura, etc. Es decir, como
elemento de contraste formal.

Al texto, a guisa de diccionario enciclopédico, acude el alumno a recordar
conceptos semiolvidados u olvidados del todo, cuando los precisa en el
transcurso de una investigacion o resolucion de ejercicios de aplicacion. El libro
descarga los contenidos de memoria.

En el texto encontrara el alumno los conocimientos que no quedaron
explicitados en el proceso de matematizacion en el aula, por falta de tiempo o a
fin de habituarle en el estudio individual y en la consulta bibliografica. El libro de
texto explicita, completa y complementa los "procesos de aula”.

También el profesor podra encontrar en el texto un aliado de gran valor. Para
proponer ejercicios resueltos o por resolver a aquellos alumnos que precisen
de una mayor practica en la aplicacion de los conceptos matematicos o en la
adquisicion de automatismos. Incluso a él mismo puede servirle de ayuda para
la eleccion de situaciones de partida. El libro de texto ofrece diversidad en las
situaciones de ensefanza-aprendizaje.



FUNCIONES ESPERARLES EN EL "LIBRO DE TEXTO"

1) Garantia de estabilidad en la informacion.

2) Ocasion de contraste en notaciones, nomenclatura y formulacion.
3) Recurso para la fijacién y recordacion de conocimientos y técnicas.
4) Descarga los contenidos de memoria del alumno.

5) Explicita, completa y complementa los "procesos de aula".

6) Ofrece diversidad en las "situaciones de ensefianza-aprendizaje”.

Pero no nos engafiemos: los libros no sustituyen la clase de Matematicas; o no
debieran sustituirla. Se puede hacer de ellos un instrumento desproporcionado
que la suplante, o suplante al profesor. El texto "no ensefia a aprender”: o da el
resultado de la matematizacion, aunque sea en itinerario didactico, privando al
alumno del esfuerzo de la busqueda de la solucion; o le impiden elegir dicho
itinerario y ensayarlo como ocurre en los rigidos "textos programados”,
menguando el desarrollo de la capacidad de inventiva. El texto es un simple
material auxiliar.

Es un auxiliar..., pero raramente prescindible. En los niveles elemental y medio,
es utopico pretender que el alumno con sus notas de clase disponga de
material suficiente y fiable para el estudio y fijacion de logros matematicos; a no
ser que el profesor revise esas notas alumno por alumno. A alguien le oi decir
una vez que "el peor de los libros es mejor que el mejor de los apuntes”, y lo
decia a nivel universitario... Si el profesor no quiere ver desvanecerse en la
noche del tiempo, de la mano del olvido, el fruto del trabajo de cada alumno en
clase, debe recomendar "un" texto para el estudio, el repaso y la consulta.

Me permito sugerir al profesor alguna observacion: amoldar la marcha del
curso al orden teméatico del "libro de texto", a las dimensiones de sus
contenidos, a su terminologia e, incluso, a su expresion simbdlica, siempre que
éstas sean aceptables. A partir del nivel medio de ensefianza puede irse
prescindiendo paulatinamente de éstas cautelas, en orden inverso al
enumerado. A él le queda la libertad no pequefia de prever el itinerario de
investigacion, la seleccion de situaciones de partida y del material, y la tension
creadora de impulsar el proceso de matematizacion hasta las cotas que el texto
regala. Solo cede en las formas muertas de presentacion de los resultados o en
su estructuracion global dentro del curso.

Personalmente, ¢ de qué texto me agradaria disponer, en la ensefianza de
ciegos?

Un "texto resumen" o "texto esqueleto”, que recogiera en forma bilinglie lengua
comun y lenguaje simbdlico los productos formalizados, conceptos o técnicas a
descubrir en clase definiciones, teoremas, corolarios, propiedades, etc., de




forma clara y sistematizada. Estructurado en fasciculos o cuadernillos
correspondientes a partes cerradas del programa de cada curso. Especie de
"Bourbakis", por fasciculos tematicos y al nivel de los contenidos exigidos en
cada nivel o curso.

El mismo profesor, con paciencia y tiempo, puede elaborarlos y el ordenador y
la impresora Braille suministrar las copias. Un "extracto de apuntes”.

Y que el alumno coleccione los desarrollos escritos en clase, ejercicios y
graficas apenas un par de volimenes a lo largo del afio. Tarea ésta para
alumnos de ensefianza media, no antes.

Esto no prohibe que se disponga de algun texto convencional.

Debe invitarse al alumno a confeccionar su propio "texto resumen". Lo hara con
gusto, al comprobar el esfuerzo que le ahorra a la hora del repaso o la
consulta.

Una primera aproximacion a estos resumenes 0 esquemas, es la elaboracion
de un diccionario enciclopédico de Matematica. Labor ésta a realizar por cada
alumno. SoOlo se precisa: una carpeta de anillas, fichas tamafo cuartilla
taladradas en uno de sus lados menores, constancia y unos pocos minutos
cada dia o cada semana. El "Braille Hablado" o el ordenador posibilitan y
facilitan hoy ya esta tarea, permitiendo insertar, corregir, consultar y editar a
voluntad.

6.2.3. Las "nuevas tecnologias"

La tecnologia educativa nos brinda materiales, que si bien estan pensados
como sustitutorios de la clase viva, su utilizacion en el contexto de una
Didactica de comunicacion y de participacion puede asimilarse a la de material
pedagogico auxiliar analogo al libro de texto o material para la generacion de
situaciones de partida. Me refiero a

. Filmes o videos;

. Colecciones de diapositivas con texto adjunto, hablado, escrito o ambos a
la vez;

. "Videodisco", con una programacion rigida, aunque definible por el
profesor.

Utl como material para la fijacion de conceptos o informativo de vias
alternativas de acceso a éstos. En algunos casos, puede ser empleado como
informacion previa o ilustracion de situaciones de partida o problematicas.

Me referiré por ultimo a otro medio que desde decenios ha pretendido sustituir
a la clase viva: el texto programado. Combinado en ocasiones con Uutiles
mecanicos para la correccion del progreso en el aprendizaje, ha experimentado
un impulso inusitado con la incorporacion de la Informética al quehacer



educativo: los "programas de ordenador”.

De unos afios a esta parte se vive un auténtico furor informatico. El ordenador
ha invadido la actividad mercantil, industrial, de servicios, el ocio...: todo, salvo
la escuela. EI mundo editorial ha ido muy por delante de las demandas reales,
y cada mes se ofrecen novedades en aplicaciones de ordenador designadas
como "apoyos al estudio o aprendizaje”, "aprendizaje autbnomo", "educacion
por ordenador”...

La capacidad operatoria y comunicativa de las nuevas tecnologias en conexion
con la Informatica convierten estos "programas" en algo mas que los
escudlidos textos programados. Imagenes de calidad color y animacién muy
estimables, sonido efectos especiales, musica, voz, sencillos periféricos para la
entrada de datos o respuestas, etc. En puertas, la "realidad virtual”, creadora
de ambientes y situaciones capaces de "engafar" a la propia naturaleza
humana o animal.

Los "sistemas expertos" y la "inteligencia artificial" flexibilizan itinerarios y
modos de comunicacion, corrigen errores, deciden qué y cOmo presentar, en
qué insistir...: jel ordenador puede llegar a conocer al alumno y amoldarse a
sus necesidades mejor que el mas avispado de los profesores!

Por otra parte, las innovaciones son aceptadas antes, mas y mejor por las
generaciones mas jovenes: resulta mas familiar el ordenador a un nifio de
nueve anos, que el teléfono a nuestros padres.

Pero no todo son ventajas. Las caracteristicas excitantemente sensoriales y
estimulos a la respuesta que ofrecen los "videojuegos" y los "juegos para
ordenador" estan llegando a provocar verdaderos problemas de adiccion,
“"ludopatia informéticas infantiles"; preocupan a los padres, a los profesores y
psicologos, a los médicos y psiquiatras mismos. Pero el mercado infantil y
juvenil es amplio, y el negocio no se detiene en escrupulosos andlisis de
conveniencia educativa o social.

La conjuncion ordenador infancia es un hecho. En la vida, en los intereses e
inquietudes, en la ocupacion de tiempo e imaginacion. No todavia en la
escuela... Es cuestidon de dejar pasar los afios y dar lugar a la investigacion y a
las experiencias metodoldgicas y didacticas.

Sin embargo, no hay por qué temer: la clase de Matematicas podra siempre ser
mas dinamica, mas divergente y enriquecedora que un programa de ordenador.
Estos, podran tener cabida como "situaciones de ensefianza-aprendizaje”,
como medios para la fijacion o recuperacion de conocimientos y técnicas. Pero
el contacto humano, el trabajo cooperativo, la intercomunicacion viva son y
seran insustituibles.

La adaptacion de estos materiales audiovisuales o su transformacion en tacto
auditivos o audio tactiles, aptos para el ciego, apenas si se encuentra en los
albores. En Espafia, se halla en fase de estudio un proyecto conjunto entre la
ONCE vy la Universidad Catdlica de Santiago de Chile que tendra por término



un equipamiento "multimedia” de iniciacibn a la lectoescritura, tanto para
alumnos ciegos totales incluyendo intercomunicacion braille como para
deficientes visuales, con salidas en imagen visual adaptable, voz sintética y
reprocesada, musica y efectos sonoros, asi como teclado y display braille.
Independientemente del objetivo didactico concreto, es indudable que se
dispondra de elementos experimentales, aplicables en otros dominios; entre
ellos, la Matematica.

6.3. LAS MANUALIZACIONES EN LA ENSENANZA DE LA
MATEMATICA

Al hablar de las situaciones de partida, una de las caracteristicas que se les
deseaba era la de estar basadas en material facilmente manipulable por cada
alumno. Al contacto directo, grosero, se le apreciaba como estimulo a la
actividad, rica fuente de experiencias logico-matematicas, reforzador de
esquemas empiricos y recordatorio de la realidad de la Matematica.
Conveniente a ciegos y a videntes.

En la Matematica, lo haptico priva sobre lo visual y, obviamente, sobre lo
auditivo. De aqui la conveniencia de que cada alumno disponga de su propio
material a manipular, aunque la situacién de partida deba ser complementada
con una manipulacién ejemplar por el profesor e indicaciones o cuestiones
verbales. ElI material manipulable no puede estar ausente de la clase de
Mateméticas.

Las "situaciones de ensefianza-aprendizaje" deben adecuarse a los conceptos
matematicos a introducir y a los intereses y caracteristicas de los alumnos. El
material es parte integrante de las situaciones; tiene, pues, poco sentido
someter la actividad de los alumnos al material disponible, obligando a que
dependa de la escasez de recursos matematicos de éste o de su inadecuacién
psicopedagdgica. No obstante, existen en el mercado materiales que cumplen
satisfactoriamente tales requisitos.

El material para la creacion de situaciones de partida puede clasificarse
primariamente en visual y haptico, segun el contacto que con él mantenga el
alumno. Y el visual, a su vez, puede entenderse como material presentado y
manipulado exclusivamente por el profesor o en filme y el constitutivo de una
situacion grafica, manipulado propiamente por el alumno.

El material destinado al alumno ciego, evidentemente, sera siempre haptico. La
clasificacibn pasaria a ser. material manipulable y material integrado o
integrante de una situacion grafica en relieve y a disposicion de cada alumno.
El primer tipo serd siempre preferible, dado que en el proceso de
matematizacion esta prevista la representacion ulterior en lenguaje grafico.

Mucho mas interesante es la clasificacion del material que se puede hacer
atendiendo a su origen: material de produccioén industrial, material elaborado o
encargado por el profesor y material elaborado por los propios alumnos.

A) Material de produccion industrial



Desde hace afios abundan en el mercado los materiales especialmente
disefiados para la ensefianza de la Matematica. Sirvan de ejemplo los "Bloques
Légicos" de Dienes y los innumerables para el aprendizaje del Calculo. Todos
tienden a resaltar el componente ladico en la actividad de matematizacion.

Mas interesante me parece el aprovechamiento de los juegos ordinarios, de
produccion también industrial... Desde el "dominé" y los "naipes", hasta el
"ajedrez"... Cualquiera puede ser usado con fines didacticos. Estos juegos de
mesa se hallan al alcance del alumno ciego: desde un principio, si los modelos
ordinarios no eran asequibles al tacto, se ensayaron con éxito adaptaciones
varias.

Por el contrario, no se editan réplicas de otro material especifico adaptadas
para alumnos ciegos. Aunque si se han propuesto adaptaciones
experimentales: "Numeros en color" (0 "Regletas de Cuisenaire™) (Soto Iborra 'y
Gomez Alfonso, 1987; Belcastro, 1989), "Minicomputer" (Cayarga, 1969),
"Bloques Logicos", etc.

Al estar generalmente basados en el empleo del color es necesario proceder a
su "traduccion”. No es dificil imaginar un codigo de sustitucion. Por ej.: "liso" por
amarillo o blanco, "punteado” por azul, "rayado” en relieve por rojo, etc. Lo
laborioso es efectuar la adaptacion pieza a pieza y con garantias de
consistencia.

Nos encontraremos otras veces con caracteristicas del material que lo hacen
escasamente aceptable para su manipulacién por alumnos ciegos volumen,
liviandad, inconsistencia, etc. Habria entonces que proceder al disefio de
material nuevo y a su produccion por el profesor o por los alumnos.

B) Material confeccionado por el profesor

No pocas veces el profesor se torna diseiflador y productor artesano del
material a utilizar en el aula para mostrarselo a los alumnos. Porque no se
fabrica industrialmente o no es sencillo de adquirir, porque no hay fondos en la
escuela, o, lo mas comun, porque no merece la pena tal gasto. Ciertamente, la
adecuacion a las caracteristicas de los alumnos sera ahora superior
normalmente al caso del material adquirido en el mercado, aunque el acabado
y la solidez dejen mucho que desear.

Sugeriria, y no creo que haya maestro que no lo haga asi, que el profesor se
"deje" ayudar por un reducido grupo de alumnos, variables de una a otra
ocasion. Aprenderian no pocas técnicas pretecnoldgicas, tomarian contacto
previo con el material, valorarian la tarea del profesor, etc. Acabarian
haciéndolo ellos mismos bajo la supervision del maestro. La dificultad estriba,
sin duda, en encontrar un hueco comun en el horario, para trabajar juntos, o en
quedarse al finalizar las clases; el problema estd en las prisas de unos y de
otros por abandonar la escuela.

Con alumnos ciegos no tiene sentido elaborar material en "ejemplar Unico para
demostracion". Si para atender las necesidades de un Unico alumno en un



grupo de videntes. O como modelo para las réplicas que los alumnos deben
confeccionar. O si se estima como suficiente la imagen mental que los alumnos
pueden adquirir por el reconocimiento de dicho ejemplar como elemento
constitutivo de la situaciéon de partida; un material que pasa de mano en mano,
ayuda entonces a formar y fijar dicha imagen sin error.

En la ensefianza de ciegos se cuenta con un dispositivo para la reproduccion
de formas en relieve bajo: el "Thermoform” (fig. 25).

Figura 25. Maquina Thermoform

Se confecciona primero una "matriz" o modelo integrado por elementos en
relieve de altura no superior a un centimetro (fig. 26). Dichos elementos pueden
ser de materias o sustancias diversas, con tal que soporten la temperatura por
radiacion del interior del aparato. Son fijados sobre una base porosa basta la
porosidad del papel o cartdn ordinarios, de superficie no superior a 25 por 26
cm. A partir de dicha "matriz" pueden obtenerse cuantas copias se deseen en
laminas de plastico adecuado, semirigida; copias que pueden endurecerse o
reforzarse por diversos procedimientos, aunque normalmente y para el uso que
va a asignarseles, no suele ser necesario.

Estas copias distribuidas a cada alumno, les permitirAn disponer del mismo
material que el alumno vidente, cuando éste observa una situacion dibujada en
el tablero o proyectado en una transparencia.

El material elaborado por producciones en Thermoform se refiere, en principio,
a situaciones estaticas. Es muy Util cuando se trata de una pluralidad de
situaciones graficas a partir de las cuales hay que aislar propiedades o
conceptos comunes a algunas de ellas por ej.: coleccion de grafos de
relaciones para separar las propiedades; presentes en unas, ausentes en otras.

Pero también puede lograrse un efecto dindmico mediante una sucesion de
situaciones estaticas, modificadas progresivamente; digamos que mediante
una coleccién de fotogramas de un filme, presentados en relieve. O dotandolas
de dinamismo merced a sencillos dispositivos de giro, deslizamiento,



superposicion, etc.

En resumen: el Thermoform permite elaborar no solo representaciones gréaficas
en relieve, sino también un auténtico material manipulable.

Figura 26. Matriz para Thermoform
C) Confeccién de material por los alumnos

Finalmente, el material mas importante y formativo: el elaborado por los
propios alumnos.

La inmensa mayoria del material pedagdgico a emplear en la creacién de
situaciones matematicas puede y debe ser confeccionado por los propios
alumnos, individualmente o en grupo, dentro o fuera de clase, con mas o
menos indicaciones del profesor. Y ante la duda, elijase un material basado en
objetos familiares, como pueden ser los juegos ordinarios de mesa o
construccion.

. Es ocasion para el desarrollo de habilidades manuales, capacidades de
expresion plastica, originalidad, y adquisicion y desarrollo de técnicas
pretecnolégicas. Es decir, es ocasion de globalizacion de conocimientos en
conexion con el area Plastica o de Pretecnologia.

. Es una motivacion adicional al aprendizaje de la Mateméatica a partir de
una actividad no propiamente matematica.

. Es ocasion para el desarrollo de actividades de socializacion.
Frecuentemente el alumno precisara de informacion sobre elementos y modos
de elaboracion del material o, incluso, de ayuda técnica o manual. Informacién
y ayuda que se vera precisado a reclamar de compafieros, profesores,
familiares, amigos, especialistas, etc.



. Desarrolla el sentido econdmico, debiendo ahorrar materiales y tiempo.
Con productos pobres o materiales de desecho pueden obtenerse
composiciones idoneas. Y, aunque sea una actividad proxima al juego o al
entretenimiento, el tener que realizarlo correctamente y a plazo fijo fomentara
un espiritu de aprovechamiento del tiempo, al tener que poner intensidad en la
tarea. Las sugerencias del profesor seran de gran valor en este sentido. Y la
ensefianza no vera incrementado su costo con adquisiciones innecesarias, por
el momento.

. Finalmente, supondr& un estimulo para el profesor y mil sugerencias: qué
material, cdmo hacerlo y con qué elementos. Llegara a admirarse y a aprender
de sus alumnos.

Evidentemente, no podra proponerse a los alumnos la confeccion de un
material que exija el empleo de técnicas que no estan a su alcance por su
precisibn o componentes. No tendria sentido, por ejemplo, encomendarles la
fabricacion de una calculadora, electrénica o mecéanica. No se puede exigir lo
gue no es esperable sea realizado por todos.

Habr& que tener también la prudencia de dosificar el trabajo cuando se trate de
material integrado por numerosas piezas. Volviendo al ejemplo de los "Bloques
Légicos" o los "Numeros en color": puede requerirse en principio un namero
reducido de piezas, que se vera incrementado por sucesivas entregas en
semanas proximas.

Pero no saqguemos las cosas de quicio: en ocasiones habra que renunciar a su
elaboracion por los alumnos.

¢, Sabra y podra hacerlo el alumno ciego?

Diria que mucho mas de lo que nos imaginamos e incluso de lo que él mismo
imagina. Solo el ensayo reiterado nos dird en cada caso hasta donde puede
llegarse. No olvidemos que no se piden obras de arte aunque algunas
aparezcan como tales, sino un material de base para la creacién de una
situacion matematica.



MATERIALES FUNGIBLES y SITUACIONES DE PARTIDA

Materiales Utilizados Utilizados
integrantes por el profesor por el alumno
ndumero sesiones ndumero sesiones
Gltima dltimo ultimo Gltima dltimo ultimo
semana mes Curso semana mes Ccurso
1 saliva
2 tiza blanca

3 tizas de color

4 papel para escrib.

5 papel para dibujar
6 papel para doblar

7 carton

8 cartulinas color

9 mat. transparentes
10 cuerdas o similar
11 alambres

12 plastilina

13 corcho

14 madera

15 ...

16...

Al alumno con adecuada visién remanente habrd que exigirle la incorporacién
del color. En un grupo en el que haya alumnos ciegos totales y alumnos con
resto visual, éstos deberan disponer de un material en el que coexistan el color
si es que es realmente preciso y su correspondiente expresion tactil; es decir,
gue el alumno deficiente visual debera elaborar un material bivalente.

La misma observacién habria que hacer para el material a utilizar por un
alumno ciego integrado en un grupo de videntes. En ambos casos, un material
bivalente facilita la intercomunicacién con los compafieros mediante el lenguaje
de los comportamientos fisicos.

El material utilizado en el aula es un buen indice de "calidad de la ensefianza".
Sin pararme a pensar demasiado, he confeccionado la adjunta ficha, que
podria considerarse de auto evaluacion para el profesor. Rellénela,
sinceramente y sin prisas.

Pruebe. Aungue no sea cuestién de cantidad, enriquezca sus clases.

Las posibilidades de la papiroflexia son ilimitadas. Desde la construccion de
poligonos regulares hasta la demostracion del teorema de Pitagoras o el
desarrollo del cuadrado de un binomio (ver cap. 7); pasando por los desarrollos
de superficies de poliedros y sélidos de revolucion.



Aseguraria sin titubeos que los cartones y cartulinas, mediante elementos
adhesivos diversos, permiten confeccionar la casi totalidad del material preciso
en la educacion Elemental y aln Secundaria.

Los soélidos geométricos reclaman mayor estabilidad o consistencia que la
simple cartulina pegada. Mejor aun que la plastilina, puede hacerse uso del
"Polispan” o corcho plastico, tan empleado en embalajes. Barato y facilmente
troceable y perfilable mediante una potencia de bajo voltaje. Para el ciego tiene
el inconveniente de su liviandad, lo que le hace inestable durante la
manipulacion, y su corta vida, por la fragilidad de vértices y aristas. No
obstante, puede ser muy util para la presentacion de situaciones geométricas
en dos y tres dimensiones.

Deberia haber sustituido el titulo de esta seccion por el de Material
pedagodgico empleable en la creacion de situaciones de partida. Me senti
identificado cuando asi lo hice con D. Pedro Puig Adam en la pretensién de que
la clase de Mateméticas debe extenderse a un auténtico "taller" o "laboratorio”
donde los alumnos elaboren su propio material. "Laboratorio” o "taller"
enclavado en el aula 0 en su propia casa y que no precisa, en principio, de
ningun instrumental sofisticado; utensilios de uso habitual, materiales simplesy,
sobre todo, ingenio y un poco de esfuerzo.

6.4. EL CALCULO: MATERIAL PARA SU APRENDIZAJE E
INSTRUMENTOS PARA SU FACILITACION

El Céalculo es siempre la aplicacion de las propiedades caracteristicas de una
estructura a datos concretos, para la obtencion de resultados significativos. Asi,
tenemos el Célculo Aritmético, el Conjuntista, el Algebraico; el Calculo
Geométrico, el Logico, el Infinitesimal, el Analitico... Y al decir "datos
concretos", no se excluyen expresiones simbdlicas, connotadoras de
generalidad.

Hablar en la escuela primaria de calculo es referirse al calculo aritmético. Pero
hay numerosas modalidades de calculo, varias de ellas presentes también en
la primera ensefianza, explicita o larvadamente.

El Calculo Légico, aunque su importancia en la enseflanza ha sido exagerada
por algunos autores, tiene en el Calculo Conjuntista una apoyatura y expresion
adecuados. El material necesario para su aprendizaje no sera otro que el de la
Teoria de Conjuntos. Sus reglas y automatismos son suficientemente simples
en los aspectos usuales de la ensefianza elemental y media como para no
precisar de instrumental especifico: basta y sobra con los diagramas de Venn o
Karnaugh, las "tablas de verdad" y las "matrices de correspondencia”, en todo
caso.

El Céalculo Geométrico se ve mas que satisfecho con el medio de expresion del
lenguaje gréfico. Y el Algebraico, con el simbdlico-matemético; aunque no
cesan de buscarse materiales y conexiones con otras formas de Célculo.

El Célculo Infinitesimal, el Analitico y demas formas de calculo propias de la
Ensefianza Superior aunque se incoen en la Media, precisan de la expresion



formal asistida, quizéas, por la expresion grafico geométrica.

Asi pues, nos quedamos reducidos a considerar tan solo el Calculo Aritmético y
el Calculo Algebraico. ElI primero, por el caracter de fundamental y
omnipresente en la Ensefianza. El segundo por la importancia creciente que
esta adquiriendo al verse dotado de instrumental de uso cada vez mas potente
y comun.

En uno y otro distinguiré su aprendizaje, la adquisicion de los automatismos
pertinentes y su aplicacién subsidiaria habitual. Los dos primeros aspectos
requieren la creacion de situaciones de partida y material ad hoc; la aplicacién
habitual ha dado lugar a la produccion de instrumental cada vez mas
sofisticado, en aras a la rapidez, comodidad y eficacia.

6.4.1. El Céalculo Aritmético

La fluidez en el Célculo Aritmético ha sido y es uno de los objetivos basicos de
todos los planes de Ensefianza Elemental. A él se dedican cantidades ingentes
de tiempo y esfuerzo; sangre, sudor y lagrimas. En vano: la mayoria de los
alumnos no aprenden o aprenden mal, no saben aplicarlo debidamente... Y
este fracaso general produce bloqueo y aversion a la Matemética toda.

La falta de soltura en el célculo aritmético engendra, lenta pero seguramente,
un desaliento y sensacion de impotencia a la hora de abordar cuestiones
matematicas. El bloqueo es mas psicoldgico que sistematico (Ha dado lugar a
denominar esta disfuncion con nombre propio: "discalculia”.)

El calculo no es imprescindible para el proceso de matematizacion, pero lo
facilita. La alergia toma cuerpo: "Para evitar el fracaso, evitamos la ocasion" se
dice el alumno. ¢ Como levantar este bloqueo? Habra que analizarlo en su raiz.

Puede provenir de una incapacidad para el ejercicio de las correspondientes
operaciones mentales. Es muy discutible. La afirmacién s6lo se admitiria tras
ensayar procedimientos varios de aprendizaje del calculo. Se presenta de
forma real tan solo en casos de deficiencia mental o carencia de memoria, tales
como para impedir la fijacion de automatismos elementales (casos rarisimos).

Mucho mas frecuente es la mala actitud mostrada para el célculo. Son alumnos
normales que, sencillamente, no acaban de aprender a calcular o lo hacen mal
una y otra vez. Se les puede aplicar una técnica de recuperacién consistente
en obligarles a efectuar operaciones astrondémicas vacias de sentido concreto,
gue sélo ponen de manifiesto sus errores pertinaces y los del maestro.

Profundicemos mas. ¢Cual es el origen de esta falta de destreza? Un mal
aprendizaje de los primeros rudimentos; uso equivocado de automatismos
deficientemente dominados; escasa atencion, debido al caracter abstracto de
los ejercicios propuestos, etc. En cualquier caso, la solucién para estos asuntos
es unica: volver a recorrer el camino de aprendizaje y automatizacion del
calculo: que recorran de nuevo suave y seguramente un camino que quizas
hicieron a trompicones. Y, sobre todo ahorrarles los ejercicios fastidiosos y sin
sentido, €sos que ordinariamente hacen las maquinas sin saber por qué lo



hacen.

Cabe un tercer caso: la mala actitud; el alumno que no ama el calculo. Porque
le fastidia, sin mas. Porque no quieren rebajarse a efectuar operaciones
sabiendo que el problema esta bien planteado. Porque estiman como inutil el
esfuerzo a realizar, habiendo maquinas. Porque califica el calculo por el célculo
como tortura mental. Y, a lo mejor, tiene razén. Saben pero no quieren; no
ponen interés y parece que no saben. El bloqueo se llama aqui pereza.

En este Gltimo grupo hay que incluir a no pocos de nuestros alumnos ciegos. El
instrumental de céalculo toma merecidamente el caracter de instrumental de
tortura; tortura lenta, fatigosa, que conducira facilmente al dolor del error.

La solucion tiene dos pasos: Calculo Mental y calculadora digital. Hasta que el
alumno ciego disponga de ésta, pueden dulcificarsele los sufrimientos
imprescindibles utilizando instrumental de célculo algo mas eficaz, al que luego
me referiré.

Pero el elemento de bloqueo mas decisivo suele ser sin duda, ese profesor de
matematicas que entiende que el aprendizaje del Célculo es cuestion de
memorizacion de resultados elementales (tablas) y automatismos (reglas). Que
entiende el Célculo Aritmético como un fin en si mismo; y cree que sélo una
vez adquirido podra utilizarlo en situaciones concretas que desprecia el Céalculo
Mental y se asusta ante las calculadoras.

Nevanlinna disculpa su exageracion, a la par que da algunos consejos:

"Hay que conceder la importancia debida a las operaciones, dedicando todo el
tiempo que sea necesario a que los alumnos lleguen a dominar las
manipulaciones formales de la Matematica. Por el contrario, la cantidad de
ejercicios debe reducirse, dejando solamente aquellos que constituyan
ejemplos tedricos y practicos realmente" ilustrativos" (Nevanlinna; 1978, 109).

A) Material de iniciacion a las operaciones

Desde el aprendizaje del Célculo sirviendose de piedrecillas, hasta nuestros
dias, han variado mucho los dispositivos. Y como indicaba en la introduccién a
este capitulo, especialmente en el siglo XX.

Nos encontramos asi con:

* "Numeros en color" o "Regletas de Gattegno", que, por cierto, fueron ideadas
por Cuisenaire para la ensefianza de nifios ciegos (fig. 27). Tan difundidas y
sencillas de adaptar al uso por ciegos, aunque de laboriosa realizacion:
diversos tipos de limados o lijados en regletas metalicas sobre "pizarra
imantada”. (Véase: Soto Iborra F. y Gémez Alfonso B. 1987; y Belcastro, F. P.,
1989)



Figura 27. Regletas Cuisenaire

. "Minicomputer" de Papy (fig. 28). Cayarga (1979) intenté una adaptacion,
poco conocida. Una versibn comoda puede obtenerse mediante
reproducciones de Thermoform endurecidas o rellenadas y fijadas en pequefios
tableros. El problema suele surgir en la disponibilidad de peones peones, no
fichas deslizables con la suficiente estabilidad y que posibilitaran el "traqueteo”
impulsor de la actividad exigida para el empleo del dispositivo.

. "Calculadora de Richi", de R. Garcia Solano. Se trabaja con peones o
fichas sobre una matriz ortogonal bidimensional, cuyas casillas estdn marcadas
con los 100 primeros numeros naturales, junto con otras adicionales para
centenas, millares... Permite la iniciacion a las operaciones elementales,
divisibilidad, etc. No ha sido adaptada al uso por ciegos.

. "Bloques Multibase", de Z. Dienes. No precisarian en principio ninguna
adaptacion para su uso por los alumnos ciegos. Sin embargo, se carece de
noticias sobre su empleo sistematico.



Figura 28. "Minicomputer" de G. Papy

. "Mé&quinas de operar" de A. Aizpun. Un dispositivo para el aprendizaje del
Céalculo con grandes posibilidades, a la par que sencillo de adaptar (fig. 29).
Quizéas poco difundidas. Permiten la rdpida adquisicién de la escritura numeérica
posicional y el calculo de las cuatro operaciones aritméticas fundamentales en
cualquier base de numeracién, llegando al célculo con decimales.

Figura 29. "Maquina de operar del 5" (A. Aizpun)

Lo que para nifios videntes seria suficiente con el dibujo, para nifios ciegos no
lo es, por lo que se hace preciso el empleo de anillas o "encuadres" que
impidan el desplazamiento de las fichas 0 monedas (fig. 30). EI Thermoform
vuelve a facilitar la produccién en serie de unidades, si se comprueba que los
alumnos son incapaces de fabricarlos por si mismos.



Figura 30. "Maquina del cinco", adaptada para su uso por ciegos

. "Tinkunako", de J. E. Fernandez del Campo y R. Robles. Multidbaco
modular mévil, de fichas anulares que se introducen en varillas o "palitos" de
longitud equivalente de 9 “fichasunidad” (figs. 31 y 32). Disefiada
expresamente para su empleo por ciegos pero no exclusivo. Se encuentra en
fase de desarrollo y experimentacion.

Respeta la escritura numérica posicional. De manejo muy sencillo y rapido,

permite la iniciacion a las operaciones elementales con enteros, decimales y
fracciones; puede también extenderse al Calculo Algebraico.

Figura 31. Tinkunako: Multiabaco movil de caracter modular



Los tres dltimos materiales los "Bloques Multibase”, con reservas, al carecer de
representacion para el "0" cuentan con una indudable ventaja: introducen al
Célcalo escrito, que sera la forma habitual de trabajo para el alumno.

Figura 32. En el "Tinkunako", la longitud de cada "varilla", equivale al espesor
de 9 "fichasunidad" al trabajar en "base 10"

B) Automatismos basicos

¢ Es que ya no sirven de nada las "Tablas Aritméticas"? Indudablemente que si:
. Para disponer de la coleccién ordenada de resultados elementales.

. Para fijarlos, facilitando el "repaso”.

. Para automatizarlos.

. Como refuerzo del Céalculo Mental.

. Como expresion del Calculo Escrito elemental.

Pero los huecos de la Tabla han de ‘"rellenarlos” los propios nifios,
conquistarlos por su esfuerzo personal, a partir de la manipulacion con el
material de iniciacion que se esté empleando.

Simultaneamente a la confeccion de la "Tabla" para cada una de las
operaciones, se desarrolla el Calculo Mental. Auxiliar valioso en la Ensefianza
de cualquier nivel y en la vida entera; y ejercicio olvidadisimo, pienso. Es de
advertir que en la Reforma en implantacion (1990-91) se subraya su
importancia, tanto para la Escuela Primaria como en la Secundaria

jasombrosamente!.

Permitaseme recordar aqui algunas de las aplicaciones justificaciones del
Célculo Mental, en la Escuela y en la vida:



. Cotidiano, con uso casi permanente.

. Base para Calculo Escrito.

. Elemento de control del Calculo por calculadora.

. Expresivo/aplicativo de propiedades estructurales.

. Empleo interdisciplinar.

. Exigente/desarrollador de la atencidén y concentracion mental.

. Campo para el desarrollo de iniciativas y estrategias operatorias.

. Generador de satisfacciones de orden psicologico y de "prestigio social".

. Ingrediente necesario y elemento béasico para multitud de juegos y
pasatiempos matematicos.

. Motivante en si mismo, para el nifio y el adolescente.

. Para el alumno ciego, en concreto, aliviador de manipulaciones enojosas
sobre el instrumental de Célculo.

C) Instrumental de calculo

El siguiente paso sera el empleo de los instrumentos habituales de célculo
todavia no la calculadora, que facilite al alumno mediante los problemas en
dificultad progresiva problemas, no ejercicios abstractos sin mas el
descubrimiento e incorporaciéon de técnicas, propiedades, reglas Yy
automatismos de toda especie.

Para un alumno vidente, el procedimiento ordinario de Calculo es la escritura.
No siempre debio ser asi: lo facilitd, esencialmente, la "escritura posicional”.

La base 10 de numeracion, difundida desde la India por la cultura arabe (siglos
IXX) y, a partir de ella, por toda Europa, desde Espafa (siglos Xl, Xl y XV).
Pero no hay inconveniente para que hubiera sido la base 20 (cultura maya), 12
o 2 (bits de informacion, metodologia de los ordenadores); aunque privilegiada
por los diez dedos de ambas manos: primer "instrumento” natural de Calculo.

A fin de cuentas, ¢qué cualidades son deseables para las destrezas
operatorias del alumno? Tres, esencialmente:

. Exactitud
. Rapidez

. Segundad



El progreso es conjunto. Puede reconocerse la prioridad de la "exactitud"; pero
de poco vale sin "agilidad"; y para lograr ésta, el alumno precisa de la
"seguridad”. Etc.

Estos objetivos/cualidades son idénticos para el calculo mental y escrito, a
partir de datos verbales o gréaficos. Bien es cierto que, segun la modalidad y
forma expresiva, intervendran otros factores o destrezas interpretativas y
expresivas.

El Célculo Escrito goza de caracteristicas que pueden contribuir grandemente a
lograrlos; no de forma intrinseca, pero si como posibilidad:

. Reduccion a calculos elementales; mediante algoritmos o técnicas
particulares. Facilitada por la modalidad de representacion posicional o poli
nomica, respecto de una "base de numeracion”; e intimamente ligada al calculo
mental.

. Comprobacion de resultados parciales en los algoritmos; merced a la
estabilidad o permanencia escrita.

. Rectificacion; variable, segun la técnica o instrumental de escritura que se
emplee (posibilidad de "borrar").

Cada una de estas posibilidades puede ser objeto de tratamiento didactico. Sin
duda, la mas importante de ellas es la primera: generacion, asimilacion y
automatizacion de algoritmos. Algunos, tan sencillos como el usado
ordinariamente en la suma: por columnas de 6rdenes, de derecha a izquierda,
y "llevando" unidades de orden superior; no es unico, pero es, en verdad, el
mas util en el Célculo Escrito aunque quizds no sea el mas conveniente en
Didactica del Calculo en general.

Es el alumno quien tiene que descubrir la economia del orden de operacion en
la suma y resta, de la distribucion bidimensional de los productos parciales en
la multiplicacion, o de los restos parciales en la division. Que las rutinas tengan
sentido desde el principio.

Al llegar a este punto habria que empezar a lamentarse de la inadecuacion,
inutilidad préactica del instrumental de calculo para ciegos utilizado, en Espafia y
en todo el mundo.

Mencionemos de pasada:

. "Caja de Aritmética". Sea de "tipos ardbigos" (fig. 33); fruto del mimetismo
con el vidente; todavia hoy se sigue utilizando sobre todo en centros ordinarios,
anteponiendo la comodidad por el desconocimiento del braille del "profesor de
aula", a las necesidades del alumno. Sea de "tipos braille" (fig. 34); menos
incbmoda, mas acorde con las caracteristicas del tacto, mas rapida. En una
matriz o cuadricula, se introducen los "tipos moviles" correspondientes a
ndameros o signos.



Figura 33. "Caja de Aritmética” Modelo C (Tipos arabigos y braille)

Figura 34. "Caja de Aritmética" Modelo B (Tipos braille)

. "Cuba ritmo" (fig. 35). Difundido en los paises de habla francesa, consiste
en una matriz sobre la que se colocan tipos mdviles: cubos en cuyas caras
aparecen combinaciones de puntos braille.

Figura 35. Cuba ritmo



Figura 36. Dattiloritmica

« "Dattiloritmica" (fig. 36), de origen italiano. Panel en cuadricula de matrices de
resortes representativos de puntos braille; de 4 resortes o "puntos”, para
Célculo Aritmético, de 6 para lectoescritura o Algebra. Algo lento y de
proporciones excesivas para el sentido haptico, exigidas por las caracteristicas
de la manipulacion.

En todos estos ejemplos y otros que omitimos se persigue un objetivo comun:
remedar por medios hapticos la escritura bidimensional, tal como se hace en
tinta. Su forma de trabajo es analoga a la composicion de tipos que los
antiguos "cajistas" realizaban en las imprentas.

D) El célculo escrito en braille

¢Por qué no se intent6 la forma de trabajo del vidente? Es decir: ¢ por qué no el
"Calculo Escrito en Braille"?

La respuesta se halla principalmente en el instrumental de escritura. Hasta los
afios 60 no se dispuso de maquinas de escribir braille de "punto positivo", que
posibilitaran la consulta recurrente de datos y resultados parciales,
organizacién espacial, correccién, etc. De hecho, puede decirse que los
dispositivos arriba enumerados tienen su ideal en un sucedaneo del "Caélculo
Escrito en tinta".

Hoy, se cuenta con maquinas braille como la "Perkins"”, de "punto positivo", que
se asemeja bastante en sus posibilidades al boligrafo del vidente. Aunque con
algun problema de ocultamiento para las cifras contiguas y superior a la
"cabeza impresora" dificultad para la correspondencia vertical y su Unica
marcha izquierdaderecha.

Mientras que en los comienzos de los afios 80, en Espafia, la "Perkins" sélo era
utiizada en cursos superiores, desde hace una decena de afios se ha



generalizado su empleo. Usandose incluso como material de iniciacion a la
lectoescritura, los alumnos mas jévenes estan familiarizados con su manejo,
prontos para utilizarla también en célculos escritos.

Buena parte de los profesores de los Centros Especializados de la ONCE
tiende a la practica habitual del Calculo Aritmético en Braille; también empieza
a recomendarse su uso por alguno de los "Equipos de Apoyo a la Educacién
Integrada" (véase: "Método Altai", Comunicacién presentada por el Equipo de
Apoyo a la Educaciéon Integrada de Tenerife al "Primer Congreso Estatal de
Servicios para Personas Ciegas y Deficientes Visuales" (Madrid, septiembre
1994).

En el Seminario de Lectoescritura Braille celebrado en Madrid en julio de 1995,
el Departamento de Matematicas y Ciencias del Centro de Recursos
Educativos "Antonio Vicente Mosquete”, propuso una serie de
Recomendaciones para facilitar el Céalculo Aritmético en Braille. Se trata de
"Criterios", de caracter local, que, aunque no estan aceptados universalmente,
los consideramos de utilidad didactica. En sintesis:

1°) Se sigue el "Codigo matematico Unificado para la Lengua Castellana”,
aprobado en la Reuniéon de Imprentas Braille de Habla Hispana, celebrada en
Montevideo (junio 1987).

2°) En la escritura bidimensional de operaciones se prescinde de:

a) Signo de numero (puntos 3456); ya que no es de esperar equivoco entre
letras y simbolos numéricos.

b) Punto separador de grupos de cifras (punto 3), al tener la funcién de
simple facilitador de la lectura de cantidades.

c) Indicador Braille de periodo decimal (punto 5), ya que la operacion se
efectlia sobre expresiones finitas.

d) Signos de operacion, al hallarse determinada ésta por el contexto.

e) Trazos de separacion entre términos (entre sumandos y resultado, entre
factores y productos parciales o entre éstos y producto total, entre dividendo,
divisor y cociente, etc.), que son sustituidos por "lineas" o "espacios en blanco".

Una advertencia importante: la maquina empleada debe encontrarse en
perfecto estado; en concreto, los mecanismos de retroceso y paso de linea. De
otro modo, el trabajo se tornaria muy dificultoso o casi imposible.

No se contempla la posibilidad de escritura en "pauta” o "regleta” braille, por los
trastornos que implica el hecho de tener que tornar la hoja de papel para leer lo
escrito. Tales instrumentos serian utiles Unicamente como medios para la
plasmacion de resultados y consiguiente valor recordatorio o de repaso, pero
no como instrumento propiamente de célculo escrito, ya que éste hace un uso
continuo de las cantidades escritas con anterioridad.



La utilizacién de la escritura braille con fines calculatorios supone el dominio de
una serie de destrezas previas, no siempre adquiridas al intentar el Calculo
Escrito; en cuyo caso, no debe criticarse el procedimiento en si, sino las
carencias curriculares anteriores.

. Discriminar clara, segura y rapidamente los signos braille. Un punto es
decisivo: puede confundir un 3 con un 4, un 5 con un 4, 8 6 1. Al igual que las
barras luminosas de ciertas calculadoras con displays en “cristal liquido"
también pueden ser ocasion de errores analogos para el vidente.

. Orientacion espacial adecuada en los textos braille. En concreto: distinguir
correctamente columnaciones, espacios, etc.



Figura 37. Ejemplos de calculos escritos en braille

. Destreza en la escritura lineal en maquina braille "Perkins", o el modelo a
emplear de "punto positivo". No se pide tanto velocidad, como correccion y
seguridad.

. Destreza en la reubicacion adecuada de la cabeza de impresion de la
maquina. Que permitirqd, en su momento, afadir nuevas cifras al conjunto
escritura progresiva de resultados parciales y correcciéon de errores.



Esta incluye, a su vez, destrezas particulares: avance/retroceso
izquierdaderecha y derecha izquierda, respeto de espacios, pasos de linea,
columnacion, etc. Sin duda, las operaciones psicomotrices mas complejas, por
lo que comportan de orientacion espacial, control de los mecanismos de la
maquina, desplazamientos, etc.

E) Lacalculadora

El "dbaco". Instrumento secular de Calculo Aritmético para japoneses y chinos,
se ha extendido en la ensefianza de ciegos desde hace medio siglo, sin mas
que unas leves modificaciones a fin de evitar el deslizamiento involuntario de
las piezas moviles. (Véase: Lima de Moraes, J. y Valens4, J., 1970; Hattendorf,
J., 1979; Della Barca, J.J., y Montenegro de Rosell, E., 1988; Robles, I., 1991).

Consiste en una coleccion de "varillas”, paralelos y fijos, que contienen 4y 1
fichas deslizables y separadas por otra "varilla" transversal comun (fig. 38). La
ficha aislada toma el valor "5" al aproximarla a la "linea transversal”, y cada una
del grupo de 4 toma el valor "1". Se comercializan modelos de diverso tamafio,
para mas o menos "cifras”, de bolsillo, etc. Manejables y de bajo costo.

Figura 38. Abaco de 18 varillas

Con él algunos ciegos llegan a ser mas rapidos que los videntes con el lapiz.
Hay quien llega a calificarlo de verdadera "calculadora manual”; habria que
puntualizar: "digitomanual". Su inconveniente reside en no conservar los
resultados parciales, dificultando la deteccion de errores; por lo que, a fin de
cuentas, debe ayudarse de la escritura braille.

Se trata, efectivamente, de un "instrumento de Calculo"; no de un "material de
Iniciacion al Calculo".

Pero "casi diria que salvo la maquina Perkins, puede prescindirse de cualquier
instrumental manual: "abaco japonés", "caja de Aritmética", "dattiloritmica”,
"cubaritmo”... Quizas, en algunos casos, tal vez... Mientras se espera el
momento de que cada alumno disponga de una calculadora electrénica.

¢ Y las operaciones complicadas? Las operaciones complicadas, hoy, en la vida
corriente, no se resuelven con papel y lapiz. ¢Por qué actuar en la escuela de
forma distinta? Basta con saber como se harian; para hacerlas, estan las
maquinas de calcular. Un problema puede ser igualmente dificil, exigir el mismo
razonamiento, con datos sencillos, soluble por calculo mental.

En numerosos centros educativos norteamericanos y europeos para videntes
se salta sin solucion de continuidad del Calculo Mental al Calculo mediante



calculadora. Se ensefia al nifio o que va a utilizar en la vida corriente. Y se
evita, ademas, el blogueo psicolégico antes mencionado.

En Espafia, desde hace una quincena de afios, venia siendo creciente el
namero de profesores de Ensefianza Elemental que "no tenian inconveniente"
en que sus alumnos utilizaran calculadoras en clase. En las Ensefianzas
Medias y en la Universidad, hace tiempo que la calculadora forma parte
inexcusable del equipo personal del estudiante. El bajo coste actual de estos
aparatos los hace asequibles a todas las economias.

La Reforma en curso en Espafia (1990) ha dado un paso bien claro: el empleo
de la calculadora en el aula, es un Objetivo explicito para la Secundaria y una
Recomendacion en la Primaria. Como en el caso de los ordenadores, no se
pueden cerrar los 0jos, ni a la realidad de los alumnos habituados a su uso a
las exigencias laborales y sociales.

Para ciegos se dispone ya de diversos modelos con "salida parlante” algunos
de ellos, en formato "de bolsillo” (fig. 39) a precios igualmente

Figura 39. Calculadora de bolsillo con salida parlante

asequibles. El "Braille Hablado", el "PC Hablado" y dispositivos analogos
incorporan calculadoras de este tipo. Por lo general, se trata de versiones
sencillas: calculadoras aritméticas, incorporando registros de memoria; pero no
se descarta la posibilidad de que en un futuro inmediato aparezcan versiones
cientificas y programables.

Los modelos con salida braille, aunque con mas de 20 afios de historia, se
comercializan todavia a precios elevados. Seguimos a la espera.

Concluyendo:

. Aprendizaje de los rudimentos del Céalculo a partir de situaciones
concretas hay que "conceder" la debida importancia al Célculo, con justicia y la
manipulacion de alguno de los "materiales de iniciacion" arriba expuestos u
otros.

. Adquisicion de fluidez en Calculo Mental.

. Descubrimiento guiado por el nifio de los automatismos o "reglas".



. Adquisicion de destrezas suficientes en el Calculo Escrito en la maquina
"Perkins".

. Intensificacién del Calculo Mental, con desarrollo de estrategias multiples.
. Paso decidido a la calculadora en la escuela.

. Huir, en términos generales, de los problemas que conllevan
complicaciones aritméticas innecesarias.

. Y la conciencia siempre clara de que el Calculo es un auxiliar en el
proceso de matematizacion: huir de "el Célculo, por el Célculo".

6.4.2. El Calculo Algebraico

He dejado para el final el Calculo Algebraico por ser, a mi juicio, el que plantea
un mas amplio panorama de investigacion educativa.

No me refiero al Calculo Algebraico de caracter demostrativo, propio del
proceso de generalizacibn matematica. Para éste, el lapiz y el papel o la
maquina Perkins Braille para el ciego, son mas que suficientes. Como material
de aprendizaje: las situaciones de partida y el lenguaje de las representaciones
gréficas.

Me preocupan dos campos fundamentales:

. La iniciacion a los conceptos algebraicos basicos; o, lo que es lo mismo,
la sustitucion de valores concretos en una situacion por expresiones generales,
literales o algebraicas propiamente dichas.

. La automatizacién de procesos de resolucién en situaciones aplicativas o
reificativas; en los que los datos concretos sustituyen a las variables generales
del concepto.

A) Lainiciacion al Algebra

Apenas si se han ideado materiales para introducir al alumno en el mundo del
Algebra.

Desde tiempo inmemorial, "hablar de Algebra" era "hablar de calculo con
letras". Las "letras" se consideraban como "sujeto de operaciones”, puestas en
lugar de valores indeterminados o por determinar: "numeros desconocidos”,
"incognitas".

La aparicion de las "estructuras algebraicas" generalizé el significado posible
de las "letras" y "expresiones literales". Una "letra" estaba por un "objeto" de la
"estructura”, no sélo numeros: elemento, parte, conjunto, vector, funcion,
matriz... Y se amplia su valor funcional: no significa necesariamente un "objeto
a determinar”, sino que puede "sustituir a objetos conocidos", por comodidad y
ahorro representativo; 0 como "objetos cualesquiera de la estructura”, abriendo



las puertas a la generalizacion por "indeterminacion”. Bien merecido tenia el
Algebra el sinénimo de "Calculo General".

Sencillez representativa y generalidad. Dos grandes objetivos satisfechos con
el Calculo Algebraico. Pero dificultad conceptual y extrafieza operativa para el
alumno. Y una consecuencia innegable: el Calculo Algebraico se resiste,
suponiendo otro momento crucial en el conjunto del curriculum académico,
dificilmente superado por la inmensa mayoria de los alumnos.

Es sorprendente observar el conformismo histérico respecto de la Metodologia
y Didactica del Algebra. Tradicionalmente, los libros de texto solo presentan un
itinerario: de una situacion gréfica figurativa, se pasa a la esquematizacion,
primero, y a la expresion algebraica, después.

Los pasos pueden ser bruscos o de gradacion varia, en busca de una cierta
"continuidad abstractiva". El simbolismo puede aparecer subita o
convenidamente, con alifio de razones teodricas. Las "letras" se introducen de
inmediato, o previo el paso intermedio de simbolismos convencionales, mas o
menos caprichosos y desorientadores.

En cualquier caso, ausencia de materiales manipulativos.
No obstante, aunque escasas, hay excepciones.

Debo recordar los intentos de Puig Adam por disefiar una "balanza" con un
sistema adicional de "palancas”, que permitiera iniciar el trabajo en el seno de
una ecuacion. Pero sus dias terminarian sin ver culminada la obra.

Mas recientemente, el Pr. Aizpuin ha propuesto un juego, consistente en el
"reparto de papeles para una obra de teatro". Los "personajes” son operadores
y expresiones algebraicas extremadamente simples, materializadas en
cartulinas, y de cuyo "reparto” en el seno de cada grupo de la clase dependera
la forma y el valor de la expresion conjunta. La pluralidad de grupos da lugar a
comparacion de expresiones formales.

El "Tinkunako" de J. E. Fernandez del Campo y R. Robles al que ya me referia
como material de iniciacion al Célculo Aritmético parece ofrecer también
buenas perspectivas como material manipulable en relacion con el Algebra:
polinomios, ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones, etc.

La expresion final del Algebra es, indudablemente, la "expresion formal",
"simbdlicomatematica”; escrita, aunque verbalizable.

El alumno ciego con resto visual no encontrara dificultades de expresion. Sin
embargo, para el caso de "Educacidén en integracion”, puede que encuentre
disminuidas sus posibilidades de "autocorreccion" principal medio de
aprendizaje (por imitacion) para el alumno vidente mediante contraste entre sus
productos y los reflejados en el tablero.

El alumno ciego total contara, una vez mas, con el medio inapreciable del



Sistema Braille y la maquina Perkins u otro modelo, con tal de ser en "punto
positivo". El problema de la correccién y supervision aparece aqui en toda su
crudeza.

La "Educacion en un Centro Especializado" presupone el conocimiento de la
"Notacion Matematica Braille" en toda su extension por parte del "profesor de
aula". Lo que implica la introduccion de los signos en los momentos y forma
adecuados, la continua supervision, la correccion de trabajos y pruebas. Al
mismo tiempo, la posibilidad de consulta mutua entre comparferos, en el
transcurso de la clase o a la hora de realizar un ejercicio. Asi como el recurso
de consulta en el libro de texto en braille.

El alumno que se halle en un aula de videntes "Educacion en Centro ordinario”,
contara con dos fuentes casi exclusivas: la "autocorreccion", mediante
contraste con el libro de texto en Braille, y las indicaciones puntuales que le
aporte el "profesor especialista”, en virtud de las consultas que pueda
formularle o la correccion de pruebas a resultas de las demandas del "profesor
de aula"; unas y otras, a destiempo. Pero muy raras veces podra ser ayudado
"en tiempo y forma" la experiencia nos indica que son excepcion los
"profesores de aula" de Mateméaticas que alcanzan un conocimiento suficiente
de dicha "Notacion Matematica Braille". Grave cuestion, por resolver.

B) La practica
Céalculo simbélico escrito

El método ordinario de Calculo Algebraico y Logico es el simbdlicoformal.
Como se indicaba mas arriba, el Sistema Braille y la méaquina Perkins
proporcionan al alumno ciego total el auxiliar indispensable y suficiente para
abordar esta actividad calculatoria. Pero la comunicacion en el aula padecera
limitaciones especificas; debidas unas veces al Sistema, otras al instrumental,
otras a la imposibilidad de contrastacion directa.

El Sistema Braille en general, y la "Notacion Matematica, en particulares
monotono en sus estimulos combinaciones de seis puntos, escasamente
diferenciable en sus signos, exigente de una atencién continuada, generadora
de saturacion perceptiva. Observaciones validas tanto para la lectura como
para la escritura.

Ademas, la escritura Braille tiene caracter lineal en la ordenacion de sus
signos, mientras que muchas de las expresiones matematicas v,
especialmente, las algebraicas incluyen aspectos bidimensionales claros:
fracciones, exponentes, indices de raices, subindices, indices de sumatorios,
productorios, limites, integrales...

Recuérdense las observaciones formuladas en 5.6.2, a propédsito de la
representacion simbolica Braille en general, y las relativas a destrezas previas
seflaladas como prerrequisitos para el Calculo Aritmético escrito en Braille
(Apartado 6.4.1C).

Empleo del ordenador



El Calculo Algebraico cuenta también con un instrumental auxiliar adecuado:
los ordenadores. Su entrada en servicio en la escuela es inmediata. Y no me
refiero, evidentemente a su utilizacion por los departamentos o los profesores:
cada alumno, trabajando de forma autonoma.

Desde mediados de los afios 80 se cuenta con programas informéticos de
"Célculo Racional", con los que pueden efectuarse todo género de
operaciones: tanto aritméticas como algebraicas, analiticas, de Céalculo
Diferencial e Integral. No se trata de "Céalculos numéricos aproximados”, con
mayor o menor precision tal como ocurre con las calculadoras; sino de
verdaderos célculos algebraicos, independientes de valores concretos y con
exactitud en las expresiones.

En el Centro de Recursos Educativos "Antonio Vicente Mosquete", de la ONCE
en Madrid, utilizamos el programa "DERIVE" desde 1990. Se emplea como
instrumento aligerador de operaciones, en las clases de Matematicas y Fisica
del Curso terminal de Bachillerato y niveles diversos de Formacién Profesional.
No es el Unico programa de este género.

Con él se resuelven las ecuaciones y sistemas que se plantean en el
transcurso de los procesos de trabajo en el aula o fuera de ella, ahorrando
tiempo y fatiga en tareas rutinarias. Con él se calculan derivadas, necesarias
para la determinacidon de maximos y minimos; integrales, para el célculo de
longitudes de arcos, areas y volumenes. Se calculan raices y se factorizan
expresiones. Se dibujan gréficas; superponiéndolas, si conviene comparar
funciones u observar el efecto de ciertos parametros...

El alumno con resto visual puede manejar sin dificultad estos programas,
sirviéndose de un "programa magnificador" ("Zoomtext", "Vista", etc.), que
amplia y modifica los tipos y figuras de pantalla hasta que su tamafio, color y
contraste los tornan adecuados al resto visual disponible.

El alumno ciego total precisa de un periférico de comunicacién, que le permite
rastrear y controlar los comandos y productos en pantalla. Se dispone de dos
tipos fundamentales:

1) "Sintesis de voz" ("Braille Hablado", "PC Hablado", "Vertplus", etc.) Poco
atil en Matematica, por la proliferacién de signos unificadores (paréntesis) y de
operacion, que obligan a "deletrear" continuamente.

2) "Display Braille" ("Linea Braille" (fig. 40), "Versabraille", "Eco braille",
"Braille Line", etc.) Presentan en Sistema Braille el contenido de pantalla: linea
a linea, o porciones de éstas: entre 20 y 80 caracteres; mediante vastagos
emergentes, accionados electromecanicamente. Los oportunos comandos
permiten "rastrear" la informacion contenida en pantalla. Sin duda, es el medio
méas adecuado para comunicarse con el ordenador en lenguaje simbdlico-
matematico.



Figura 40. Display Braille o Linea Braille
Los "displays Braille" tienen sus limitaciones:

. El ordenador empleado debe ser "compatible IBM" funcionar bajo "entorno
MSDOS", y el programa aplicado debe presentarse bajo "Modo Texto". Ya que
los "displays Braille" disponibles al menos, en Espafia asi lo requieren; no
obstante, ya empieza a trabajarse experimentalmente bajo otros "entornos"
("Windows").

. La "Notacion Matematica" empleada en estos "displays" difiere un tanto
de la de los "textos escritos en papel" que, a su vez, sera la utilizada por el
alumno. Las divergencias son aun mas acusadas para los signos matematicos.
De hecho, suelen constar de "celdillas Braille de 8 puntos” ("Braille
Computerizado"). Lo que obliga al alumno a manejarse en un "doble codigo
Braille".

. Alto nivel de destrezas digito manuales y de orientacion espacial. Tanto
para el uso adecuado del teclado del ordenador ordinario y los comandos
propios del "display”, como para generar permanentemente una imagen
suficiente de la organizacion de la informacion contenida en pantalla y el modo
de "rastrearla” de forma eficaz.

Estos dos ultimos aspectos hacen inviable su uso en la Escuela Primaria; y aun
mas tarde, con alumnos que no demuestren dominar las oportunas destrezas.

Sin embargo, al trabajar con "DERIVE", han aparecido también ventajas
adicionales:

. El alumno ciego adquiere noticia fehaciente de la representacion "en tinta"
de las diferentes expresiones matematicas. Mas concretamente, del caracter
posicional de ciertos conceptos (exponentes, subindices, indices en limites,
sumatorios, integrales definidas, etc.), y del efecto unificador de otros



(fracciones, raices, exponentes, etc.) Adquiriendo sentido para €l ciertas
expresiones coloquiales: "arriba, en el exponente", "dentro de la raiz", "abajo,
en el denominador"...

. A través de la representacion en pantalla y de los "ficheros"
correspondientes se facilita la comunicacion con el "profesor de aula" y los
demas comparieros videntes en Centros ordinarios o con los comparieros
deficientes visuales en cualquier caso. Obvidndose asi la "barrera" que supone
la "Notacion Matematica Braille", y dando oportunidad a intercambio de
informacion y correcciones mutuas.

. La "linea de edicion" de "DERIVE" exige introducir los datos en forma
lineal; lo que supone el empleo de "paréntesis” para expresiones complejas
unificadas después por su posicion: numeradores y denominadores,
exponentes, radicandos, etc. Es decir: la escritura se hace en forma analoga al
Braille. La deteccion automética por el programa de "errores de sintaxis"
contribuye entonces a perfeccionar la ortografia algebraica del alumno.

Es curioso observar que, a pesar de la complejidad simbdlica, el alumno ciego
total comete menos "errores estructurales" que el vidente o deficiente visual,
quienes deben esperar a la salida por pantalla para poder detectarlos.

"Diagramas de flujo"

Los automatismos algebraicos y operatorios de cualquier género tienen una
expresion grafica clara en los "organigramas” o "diagramas de flujo". En ellos
se refleja paso a paso la marcha del proceso de resolucion, de comprobacion
de la presencia o no de un concepto, o del proceso de aplicacibn de una
determinada técnica resolutoria. Son expresion del proceso logico. Los "mapas
conceptuales”, de uso general, podrian asimilarse a ellos.

Los términos organigramas y diagrama de flujo no son caprichosos: son
representaciones del orden l6gico en que se realizan las operaciones o del flujo
de pensamiento légico matematico.

Tiene cabida aqui todo el Calculo Conjuntista, el reconocimiento de
propiedades de relaciones y funciones, las operaciones poli némicas, la
resolucidon de ecuaciones y sistemas, los calculos aritméticos menos usuales
(fracciones, maximos y minimos, divisores y multiplos, raices cuadradas, etc.)
Cualesquiera de "esas cosas que son capaces de hacer las maquinas", porque
"se las ensef6 a hacer el hombre".

Pero tiene también una aplicacién claramente matematizante: como esquema
de pensamiento generalizador de una situacién concreta. El diagrama de
flujo puede confeccionarse entonces inmediatamente después de resolver la
situacion de partida originaria. Analizado y dicotomizado el proceso, su
representacion grafica no presenta ninguna dificultad. Es la respuesta a la
pregunta: "¢;Como resolveriamos un problema semejante?"; o, lo que es lo
mismo: "¢, Qué hemos ido haciendo?"

Bien es cierto que exige convenios de representacion grafica que den



expresion figurativa al caracter de cada paso del proceso: "inicio", "fin",
"operacion elemental”, "alternativa logica (si... entonces...; si no...); "sentido de
la marcha". .. Pero que, lejos de suponer un formalismo, suelen ser aceptados
como un verdadero juego, incluso por alumnos de corta edad.

La elaboracion de organigramas tiene numerosas ventajas para la resolucion
de ecuaciones de primer grado, para la fijacion de automatismos del Calculo,
pues refuerza mediante una imagen gréafica bidimensional y semifigurativa un
proceso légico de caracter abstracto, que, de otro modo, sélo seria expresable
en forma verbal o simbdlica pura.

A su vez, un diagrama de flujo puede ser utilizado como etapa conveniente

entre una manipulacién de caracter fisico, grafico, numérico o simbdlico mas
simple, y la expresion formal simbdlicomatematica definitiva.

Figura 41. Diagrama de flujo: reconocimiento de niumeros primos



Figura 42. Version Braille de "diagrama de flujo para reconocimiento de
nameros primos"



Figura 43A. Diagrama de flujo: resolucion y discusion de ecuaciones de primer
grado



Figura 43B. Version Braille de "diagrama de flujo para resolucién y discusion de
ecuaciones de primer grado”

El alumno deficiente visual tropezara con las dificultades inherentes al tipo de
remanente visual que posea. Asi, puede que le sea costoso incluir en cada
item la expresion correspondiente en forma verbal o simbdlica, si su letra es de
gran tamafo o debe utilizar rotuladores gruesos. O que le suponga un esfuerzo
notable elaborar el percepto global, comprensor del proceso en su totalidad.

Su realizacién por el alumno ciego no es dificil. Basta para ello la "lamina de
caucho" o la maquina "Perkins"; también puede emplearse una "pizarra
magnética individual": lamina de hierro dulce con formas recortadas en "caucho



imantado” o dispositivo analogo. Como es evidente, precisara el dominio de
técnicas exploratorias hapticas y de elaboracién de constructos nada simples.

Ciertamente, los recuadros que dibuje o componga no permitirdn encerrar la
correspondiente proposicién; se enumeran y se adjunta un indice. Pero se
grabara en su imaginacion la "forma o figura global del proceso", reveladora de
cuantos pasos y de qué tipo; capaz de denunciar, en su momento, omisiones o
excesos.

El Thermoform posibilita una vez mas disponer de ejemplares suficientes de los
modelos que pudiera confeccionar el profesor o el propio alumno,
correctamente elaborados, didfanos al tacto y a la comprensiéon, para su
coleccion por el o los alumnos.

A MODO DE RESUMEN

El propésito de estas paginas era exponer una Didactica de la Matematica
adecuada a la enseflanza de alumnos ciegos. El camino seguido puede
clasificarse de "concrecion progresiva".

Nos hemos preguntado en un principio acerca de adonde se va cuando se
pretende aprender la Matematica, y sobre el modo de ir. La primera cuestion se
ha respondido en una "Matematica de la realidad"; aprender a hacer
Matematica, si se quiere que reciba este nombre y se pueda considerar como
ciencia, es conocer mejor la realidad en uno de sus aspectos: la cantidad.

La segunda nos condujo a una "comprension natural® de los objetivos
matematicos; considerandola como fruto de las conjeturas a las que da lugar la
actuacion abstractiva del intelecto sobre las experiencias l6gico-mateméticas y
sus representaciones en el espacio interior en forma de esquemas,
determinadas unas y otras por la coordinacién de las acciones psicomotrices.

Esta segunda respuesta, compleja, encierra en si toda una potencialidad
didactica incalculable, que se expresa pedagogicamente en el proceso de
matematizacion como descubrimiento dirigido.

Partiendo del convencimiento de que el dominio de conceptos y técnicas
operatorias en la Matematica precisa de su comprension natural, se llega a la
conclusion de que, en la Didactica de la Matemética, la via mas segura de
aprendizaje es el descubrimiento por el propio alumno de dichos conceptos y
técnicas; descubrimiento facilitado por las condiciones en las que se lleva a
cabo el proceso de investigacion. A la comprensién por la investigacion.
Objetivo y medio que rigen la actuacion del profesor, la cual adquiere asi el
caracter de subsidiaria respecto de la del alumno.

Este planteamiento se apoya en dos pilares basicos, estimulos esenciales de la
actividad a desarrollar en el aula: la comunicacion y la participacion. Punto de
referencia de ambas, es el propio alumno, centro de la preocupacion
pedagdgica. Comunicacion que se despliega en una trama de direcciones cuya
intensidad y calidad seran decisivas en el fomento de la actividad participativa



de investigacion del alumno: comunicacién alumno-realidad, alumno-alumno,
alumno-profesor y alumno-Matemética.

Como canalizador de todas ellas, la comunicacion profesor-alumno y las
condiciones directivas previas de la situacién de partida, la organizacion de la
actividad en el aula y la actuacion diferencial del profesor conforme a cada
momento y actitud de cada alumno.

El desarrollo se completa al analizar detenidamente la incidencia que en el
proceso de matematizacion tienen la variedad de lenguajes en Matematicas y
el material pedagdgico usual.

El proposito de considerar estos problemas a través del prisma de la
ensefianza de ciegos da lugar a no pocas especificaciones, como enfoque
estratégico unas veces, como soluciones posibles o sugerencias, otras. A tal
fin, se subrayan aspectos tales como el papel de las manualizaciones y
manipulaciones, la importancia del lenguaje grafico-geométrico, el trabajo en
grupo coloquial, la conveniencia de la simplificacion simbdlica y del calculo, el
caracter supletorio del texto y el profesor como "simple animador’ de la
actividad del alumno.

Se presta especial atencion a las dificultades que en el orden comunicativo
genera la ceguera, y que provocan una ralentizacion relativa del proceso de
matematizacion; asi como las caracteristicas participativas del ciego,
manifestadas en el desplazamiento hacia el profesor del centro de atencion del
grupo. Observada la incidencia que en todo ello tiene el material instrumental
hoy disponible, procuran aprovecharse al maximo sus recursos en espera de
soluciones tecnolégicas mas satisfactorias y se sugieren formulas que
facilitaran el proceso.

En el contexto de una Didactica de comunicacion y participacion la ceguera es
un “"elemento perturbador’, no pequefio, pero tampoco insuperable.
Desglosadas y reiteradas aparecen por doquier consideraciones e iniciativas,
en el animo de optimizar los aspectos resaltados; y de paliar en parte, y suplir,
las dificultades y defectos que, con sinceridad, se prevén. Pero lo mas
importante es la voluntad de superarlas y la confianza en que la falta de visién
no es impedimento para el aprendizaje de la Matemética por el ciego, y de que
el modelo didactico presentado es suficiente y eficaz.

En cualquier caso, se le pide al profesor que aventure su confianza en dos
sentidos: confianza en la capacidad natural de los alumnos, de cada alumno
dentro de una banda de "normalidad”, para alcanzar los objetivos propuestos
en los planes de estudio; y confianza en que descubrir es la mejor forma de
aprender. Se le pide correr el riesgo de ensefiar a aprender aprendiendo;
mas que "dejar crecer", "hacer crecer" a sus alumnos para verlos crecidos;
querer su autonomia muy de veras, que pronto puedan prescindir de él. Se le
pide al profesor que sea maestro.

Volver al indice / Inicio del Capitulo



CAPITULO 7
ALGUNOS EJEMPLOS?

7.1 HOMENAJE A VENN

AlB=AUB-ANB=AN°B)U(CANB)=(A\B) U (B\A)

La "diferencia simétrica" de clases o conjuntos ha quedado relegada entre las
operaciones conjuntistas. Y es lastima, pues ofrece el ejemplo mas sencillo de
"grupo conmutativo”, de anillo respecto de la interseccion, y abre un campo
inusitado de igualdades en el Algebra de las partes de un conjunto. Al mismo
tiempo, puede ser empleada con ventajas mdultiples en los axiomas de
definicién de la Probabilidad sobre el Algebra de Sucesos; se corresponde con
la "disyuncién excluyente" ("XOR") de la LAgica de Proposiciones, etc.

Pero una no pequeiia dificultad le ha cerrado el paso en su carrera hacia la
fama: la complicada maquinaria l6gica precisa para justificar sus propiedades
estructurales. Si bien la conmutatividad, existencia de neutro y de simétrico son
evidentes, la demostracién de la asociatividad es practicamente inasequible por
via simbdlica.

Los "diagramas de Venn" acuden en su ayuda, facilitando esta demostracion.
Reciprocamente, bastaria este ejemplo para comprobar en vivo el valor y
potencia de tales diagramas: no sOlo como apoyatura sensible, expresion
material del proceso légico, sino como verdadero instrumento demostrativo.

El alumno ciego, sirviéndose de la ldmina de caucho, puede realizar por si
mismo todo el desarrollo. El reducido espacio global del diagrama y la clara
ubicacion de superficie subconjuntos resultantes le permiten trabajar en
Optimas condiciones de exploracion, intervenciébn y comunicacién con el
profesor y los comparfieros. No obstante, se agrega una notacion referencial,
muy conveniente para la comunicacion verbal, pero que apenas seria precisa
para el vidente: bastaria con sefialar en el tablero o cuaderno.

Queda liberado asi el alumno ciego y el vidente de la fatigosa tarea de
escritura, analisis y transformacién de expresiones simbdlicas en Braille, tan
expuestas a errores de pulsacién, omision de paréntesis, localizacion de
segmentos, etc.; imposibilitado por ende del uso de subrayados o encuadres.

' En las presentaciones que siguen se han omitido las referencias al color: por razones de
impresioén, y para hacer mas sencilla la exposicion, soslayando las continuas traducciones:
"verde, el de la derecha", "rojo, el de abajo”, etc. Asimismo, apenas si se hace referencia a
situaciones concretas de partida, por brevedad y libertad para adecuarse al contexto e

intereses de los alumnos potenciales.




A) Presentacion de la operacion

Vamos a introducir una nueva operacion entre conjuntos o entre partes
de un conjunto: la "diferencia simétrica".

Dados dos conjuntos Ay B, definimos:
Al B=EAUB-ANB
Sirviéndonos de diagramas de Venn y el convenio del "rayado oblicuo”

para aquellas regiones que no contuvieran elementos del conjunto
definido —vacias, a nuestro proposito(fig. 44):

Figura 44. Diagrama general de Venn para la diferencia simétrica de dos
conjuntos Ay B

El conjunto que resulta parece estar formado por la "unién" de dos
partes. La de la izquierda, comprenderia los elementos... (de A que no
estan en B); y, "simétricamente”, la de la derecha comprenderia... (los
elementos de B que no pertenecen a A).

Podemos expresarlo en forma simbdlica:

Al B=(AN °B)U(°A N B)

Decir "que no pertenecen a B" es tanto como decir "que pertenecen a..."
(al "complementario de /?"), que se representa por... (°B). Y lo mismo para
"los que no pertenecen a A". Luego:

Al B=(A\B)U (B\A)




Fijate que hemos obtenido tres maneras distintas de expresar esta
nuestra operaciéon. Lo mas importante es que te quedes con la imagen de
la"figura" o "forma" del conjunto resultante.

B) Propiedades. La propiedad asociativa

Estudiaremos qué propiedades cumple esta operacion. ¢Recuerdas
cuales cumpliala unién? (&) ¢Y lainterseccion?

Si te parece, empezamos por la mas dificil: por la "propiedad asociativa".
¢Sera cierto que...?:

(Al B)l C¢=2A1 (B) C)

Intervendran tres conjuntos A, B y C, que supondremos diferentes; si no
lo fueran, no pasaria nada: seria cuestion de "tachar" mas regiones en el
dibujo. Lo mismo ocurriria, si alguno estuviera contenido en otro.
Trazamos el "diagrama general de tres conjuntos” (fig. 45)

Para nosotros, al de la izquierda (supuestamente, el azul), lo llamaremos
A; al de la derecha (el verde), B; y al de abajo (el rojo), C.

No sera extrafio que el alumno ciego, de propia iniciativa y si se ha fomentado
en él esta costumbre, "escriba" o "dibuje" estas letras; por lo general, en la
parte exterior de los conjuntos. La homenclatura no le aportara nada: le basta
con la indicacion de posicion. Pero, por lo general, siente satisfaccion al
hacerlo, y de hecho le facilitard la comunicacion con el profesor y los
companeros proximos, si se halla en un grupo de videntes.

¢En cuantas regiones ha quedado dividido ahora el plano o conjunto
referencial? (&) Para mejor entendernos, y aunque no hace falta, vamos a
numerarlas.

Este paso responde, como indicaba mas arriba, a la conveniencia de facilitar la
comunicacion, ante la imposibilidad o dificultad para los alumnos ciegos o con
deficiencia visual grave, del uso del tablero, elemento unificador y de referencia
comun. Evidentemente, puede sustituirse en lo sucesivo la nomenclatura
numérica de las regiones por "la parte que contiene elementos que soélo
pertenecen a A", 0 "que pertenecen a Ay B, pero no a C", etc.; asimismo: "la

parte de arriba a la izquierda”, "de arriba, en el centro”, etc.

El alumno ciego no tiene por qué "dibujar" estos nimeros en su representacion;
si el que trabaja "en tinta". Si su representacion del espacio interior y memoria
son normales, les asignara dicha nomenclatura y la recordara sin mayores




problemas.

Pero también es de esperar que lo haga, movido por la "fuerza de la costumbre
representativa”, como antes se indicaba (fig. 46).

Podriamos ahora decir qué regiones corresponden a cada uno de
nuestros conjuntos. Incluso escribirlo. (&)

A={1,2, 3,4}
B ={3, 4,56}
C={2,3,6, 7}

iCuidado!: esto no significa que en cada region sélo haya un elemento;
puede haber uno, diez, muchisimos o ninguno. Todo dependera de
quienes sean A, B y C. Por ejemplo, en nuestro caso... (haciendo
referencia al concreto imaginado de la situacion de partida).

Ahora que sabemos bien cémo estan las cosas, vamos a intentar ver si se
cumple la "propiedad asociativa" para nuestra "diferencia simétrica".
Como en una pelicula, dibujaremos los pasos que nos llevan a la
expresion de la izquierda, primero; después, lo mismo para la derecha. Si
son iguales, es que se cumple; si son distintas, no.

Ya sabes que "los paréntesis mandan": empezar por operar lo que hay
dentro de ellos” (fig. 46).

Figura 45. Diagrama general de Venn para tres conjuntos A, By C




Figura 46. Diagrama general de Venn para tres conjuntos, A, B y C con
referencia numérica para regiones

Para el alumno ciego y aun para el que cuenta con resto visual es mas diafano
el dibujo con solo los dos conjuntos implicados. El tercero, C, se sabe dénde
esta o estara; se omite, momentaneamente. No obstante, como deberia quedar
"tachado", tras la representacién de AAB, quedaria también oculto.

Asimismo por sencillez perceptiva esto, Unicamente para el trabajo en relieve,
puede dejarse sin “"tachar® la regidn exterior, correspondiente al
"complementario de la unién". Desde la definicion de la "diferencia simétrica",
somos conscientes de que no interviene.

Es decir: las regiones... (1, 2,5y 6).

Para hallar (AA B) A C, tendremos que hacer la unién de C con lo que
hemos obtenido, y quitarle luego la interseccion.

Un nuevo diagrama general de tres conjuntos, nos evitara
complicaciones. Aunque no haria falta, ponemos también los numeros 1,
2, 3...(&) (fig. 48)

Ahora, fijandonos en lo que es AA B, vamos viendo qué hara C, al
calcular su "diferencia simétrica”.

Esta region de arriba a la izquierda, la que so6lo es A, y que hemos
marcado como 1, ¢quedaré al final?... (&) No la tacho.

Y esta otra, de en medio a la izquierda, que marcamos con 2, ;quedara?...
(&) ¢Estaria en la interseccion de C y lo de antes, AA B, no?... Luego, la
hago desaparecer, tachandola oblicuamente. Etc.




Figura47. AA B

En suma: las regiones marcadas como... (1, 3,5y 7).

Figura48. (AAB) A C

Bien: dejemos apartado este dibujo, y vamos ahora con la expresion "de
la derecha”, AA(BAC). Como antes, empezamos por dar gusto al
paréntesis: (fig. 49)




Figura49.BAC

Es decir: las regiones... (4,5,2y 7).

Para hallar AA(B AC), tendremos que hacer la unién de A con lo que
hemos obtenido, y quitarle luego la interseccion, al igual que antes. Asi
pues: un nuevo diagrama; sus numeros, y a trabajar, fijaAndonos en lo que
ya tenemos y lo que hara A (fig. 50).

Figura 50. AA(BAC)

\ En suma: las regiones marcadas como... (1, 3,5y 7).

ilgual que antes! Luego las dos expresiones representan el mismo
conjunto: la "diferencia simétrica" cumple la "propiedad asociativa":
podemos trabajar sin paréntesis.

C) Otras propiedades y estructura

No nos extendemos aqui, completando la comprobacion/demostracion de otras



propiedades:

. Propiedad conmutativa. Evidente: basta ver el diagrama de definicién, en
el que no importa el orden de dibujo de los conjuntos.

. Existencia de "elemento neutro": conjunto vacio. Aunque aqui puede ser
mas simple efectuar operaciones simbdlicas.

. Existencia de "simétricos": cada conjunto lo es para si mismo. También es
inmediato por via simbdlica. Luego:

\ (p(E), A)tiene estructura de "grupo conmutativo"

Sin embargo, no cumple la "propiedad distributiva de la unién”. Pero si:

. Propiedad distributiva de la "interseccion” respecto de la "diferencia
simétrica" (no la reciproca). Empleando, de nuevo, diagramas de Venn. Luego:

(p(E), A,MH)tiene estructura de "anillo conmutativo con unidad"

Etc.

7.2. "VALOR ANADIDO" DEL DIBUJO EN LA "LAMINA DE
CAUCHOQO": ISOMETRIAS EN EL PLANO

Los ejemplos que se recogen en esta seccion responden en verdad a su titulo:
"valores afiadidos" del dibujo sobre la lamina de caucho. Diria mas: ejercicios
realizables tan solo sobre la lamina de caucho, gracias a los medios héapticos.
Su "puesta en escena" por medios en exclusiva visuales requeriria otros
itinerarios y materiales, a nuestro juicio, menos ricos didacticamente, menos
manipulativos, y mas sofisticados: papel o plastico transparente a poder ser,
autocopiativo, papel de calco, espejos, vidrios de ventana... Incluso asi,
perderian un tanto del realismo que aqui se logra.

Es innecesario recordar que el alumno debe dominar de antemano las
destrezas elementales de dibujo sobre la ldAmina de caucho, reconocimiento
de formas dibujadas y aceptable orientacion en el "espacio proximo" que
supone la hoja de papel.

Los ejercicios se han previsto con papel ordinario (folios o DINA4), ya que se
persigue un fin puramente dinamico, para una tarea constructiva en trabajo de
aula. El papel/plastico especial de dibujo mucho mas caro, aunque mas
deformable y, por ello, con mejor relieve, resulta inconveniente para los
ejercicios que se proponen, al ser mas liviano y deslizable lamina a lamina.
Ademas, no se pretende conservar los dibujos o conjuntos realizados: son un
apoyo para el razonamiento, una construccién de soporte, una representacion
con valor meramente instrumental por fuerte que sea en su potencialidad. A fin
de cuentas, importan las conclusiones, los resultados matematicos; los
"términos” en su doble sentido, procesual y linguistico quedan devaluados: no



hace falta conservarlos, como tampoco se graba en cinta magnetofénica un
razonamiento verbal, sino que es la conclusion quien merece los honores de la
plasmacion por escrito; aunque si importe la capacidad adquirida de rehacerlo
en cualquier momento, si fuere necesario.

Una advertencia previa. La figura o figuras a dibujar deberan ser elegidas
cuidadosamente con la naturalidad libore de afectacion y propia de lo
premeditado y ensayado:

. Sencillas en sus formas. Al menos, en los primeros ejercicios, y segun
nivel.

. "Suficientemente asimétricas”. Que proporcionen una clara referencia de
posicion respecto del observador o ejecutor, y sensibles a cualesquiera de las
transformaciones del plano.

. Tamafio medio. De 2 a 6 cm. entre puntos extremos... Se ahorraran asi
confusiones, esfuerzos de discriminacién y reconstruccién interior, energias,
atencion inutil, tiempo.

Estas consideraciones se justifican en la practica, acomodandose
espontaneamente tanto en las caracteristicas como en los limites; aunque no
dudo que la experimentacion podria probarlas si no lo han sido ya.

En nuestro caso, hemos tomado como “figura base" un "cisne estilizado": la
imagen de la cifra ardbiga del "2".

Puesto que en el didlogo didactico nos referiremos frecuentemente a este
"cisne", conviene justificar su simplificacion esquematica. Mostremos al alumno
o alumnos ciegos una figura en escayola, plastico o moldeada en plastilina,
provocando la aportacion de noticias sobre esta palmipeda. Pasemos después
a una representacion de su seccion (dibujo de la silueta), en la posicién
correspondiente a la cifra "2". Esquematizandola, finalmente, y haciendo ver su
semejanza con dicha cifra.

En un alarde de fantasia, y promoviendo la aproximacion y el dialogo alumno-
realidad, puede otorgarsele un nombre, personalizandolo incluso: "Revoltosillo".
La edad y temperamento de los alumnos lo haran mas o menos aconsejable,
recurrir o no a la denominacién, incluirle como personaje de las cuestiones a
plantear, etc.

7.2.1. Un cisne llevado por la corriente

Si al dibujar una figura que deseamos trasladar hacemos uso de dos hojas de
papel sobre la lamina de caucho, bastard un trazo mas intenso para que
ambas queden "dibujadas". Evidentemente, solo la exterior quedard marcada
en tinta por el boligrafo, mientras que la segunda, la inferior, estara marcada
solo en relieve.

Para mayor comodidad o seguridad, fijemos previamente la hoja inferior a la



lamina de caucho con un par de "clips" o pinzas; otro de estos elementos
puede sujetar provisionalmente la hoja superior, a fin de evitar que se desplace
durante el dibujo inicial. Conviene que los bordes de una y otra se ajusten al de
la lAmina de caucho; de esta forma, se facilitirAn manipulaciones ulteriores.
(Figura 51A)

Figura 51A

Figura 51B

El emplazamiento de la figura deberia ser, en principio, indiferente. Mas, para
facilitar la observacion y construccion ulteriores, conviene que sea proximo al
observador/ejecutor, obligando asi en cierta medida a que la traslacion a
efectuar tenga "componente norte", y el alumno pueda sentirse identificado con
la posicién inicial como "observatorio”, desde el que comprobara los cambios
que hayan tenido lugar.

Al mismo tiempo, conviene que se halle suficientemente alejado del borde de la
hoja, a fin de que permanezca oculta por la hoja superior dentro de los limites
de ésta, segun lo aconseja el desarrollo.



Definicidén dinamica

La ldmina de dibujo es un lago. En él, nuestro cisne se pasea
tranquilamente. Dibujale. Cerca de ti, a laizquierda, por ejemplo, y no muy
lejos del centro ni de la "orilla". (Fig. 51B)

Notaras que debes hacer mas presion para que se note el trazo: es que
recuérdalo hemos puesto dos hojas: necesitas doble esfuerzo.

Casi sin darnos cuenta, sin hacer ruido, el cisne se aleja de nosotros:
hacia el N.E., llevado por una suave corriente (en los lagos también hay
corrientes, aunque sean pequefias). Mira a ver cémo lo consigues: deja
libre la hoja de papel superior si estaba sujeta, y llévatela con cuidado,
procurando que no gire; fijate en los bordes: basta que se mantengan
paralelos. (Fig. 52)

La mano izquierda, consérvala lo mas cerca posible del lugar donde se
hallaba el cisne anteriormente. Si tocas con cuidado, comprobaras que
alli quedd su marca: jse fue, pero dejo su fotografia, su copia exacta!;
claro, que en la hoja inferior: pero se nota bien, ¢no?

Figura 52

Esta figura no es facilmente "perceptible a la vista", pero es asequible al tacto,
aun por encima de la hoja exterior. Lo que no percibe la vista, lo alcanza el
tacto, si no con tanta nitidez, si lo suficiente como para servir de testigo fiel. Si
asi no fuera, puede levantarse la hoja superficial, y palpar la figura que persiste
en la hoja inferior.

A fin de reforzar la identificacion psicologica con la posicién inicial como
"sistema de referencia" no explicito, convendra que el alumno lo mantenga
ubicado con sus dedos, localizando permanentemente la figura de la hoja
inferior, dejandose arrastrar y retrocediendo intermitentemente. La otra mano
sera la responsable principal del desplazamiento de la hoja superior, aunque




ambas confirmen definitivamente el paralelismo final entre bordes.

No obstante, si esta manipulacion coordinada supone una dificultad importante,
es preferible no hacer hincapié en ella, bastando la llamada de atencion sobre
el hecho de que "nuestro observatorio sigue estando en el punto de partida”.
He aqui la razon de recomendar que se dibujara la figura en la regién del plano
proxima al observador/ejecutor: facilidad para la identificacion psicologica y
comodidad manipulativa.

Para que nuestro cisne no se mueva mas, y se nos pierda, fija la hoja
superior con el "clip" (o pinza) que tenia al principio. Si es necesario,
déblala. Asi podremos trabajar sin preocupaciones de desplazamientos
involuntarios. (Fig. 53)

Figura 53

Invariantes

¢Notas algun cambio en el dibujo de nuestro cisne? (&)

La pregunta es casi innecesaria, asi como las que siguen. Su propadsito tiene
mas largo alcance: llamar la atencion sobre atributos que, en cuanto invariantes
alguno de ellos, diferencian definen el tipo de isometria o transformacion en el
plano.

¢Es mayor o menor que la que teniamos al principio? (&)

Y su forma, ¢se ha modificado en algo?; ¢sus angulos, sus curvas?. .. (&)

¢Ha cambiado de postura?... ¢Hacia donde mira ahora?... ¢ Y antes?. .. (&)

Entonces: ¢no ha cambiado nada?... (&)




Resumiendo: so6lo ha habido cambio de lugar; pero no de tamafio
dimensiones—, ni de forma —angulos—, ni de posicién orientacion.
Decimos que "se ha trasladado”, que ha experimentado una traslacion.

Recuerda bien este término: traslacion; y sus efectos. A los aspectos o
atributos que no varian:

» Distancias o dimensiones,
« Angulos o forma.
* Orientacion, "sentido" o "forma de recorrer la figura".

Se les llama invariantes de la traslacion.

Andlogo resultado obtendriamos, deslizando la hoja inferior. Pero esto exige
una mayor complicacion manipulativa: fijacion de la hoja superior, mayor
dificultad de control en el paralelismo de los bordes de la hoja inferior, etc. Una
u otra estaria en funcién del propésito de resaltar mas el original que la imagen
en la traslacion.

PUNTOS FIJOS

Vuelve el cisne a su posicién inicial. Cuida que las figuras dibujadas en
cada hoja coincidan lo mas posible. (Fig. 54)

Figura 54

Queda aqui revelada la conveniencia de que, en la posicion inicial de las hojas,
se hiciera coincidir sus bordes con los de la l[dAmina de caucho. Ante la duda o
dificultad manifiesta, se dibuja un nuevo testigo.




Marca un punto cualquiera del plano. Si de nuevo desplazas el cisne,
como antes, ¢qué ocurre con ese punto?... (&) Y, ¢se traslada lo mismo
que el cisne?... (&)

Investiga: ¢habra algun punto en el plano en la hoja superiorque no se
mueva de su sitio?, ¢que permanezca donde esta?; ¢que se transforme
en si mismo?... (&)

Por eso decimos que:

En una traslacion, no existen puntos fijos o "dobles".

Vectores y traslaciones

Una vez efectuado el desplazamiento podemos preguntamos cudl ha sido la
"huella” o "estela” dejada por un punto en su camino. Por ejemplo, la "cola" de
nuestro cisne. (Fig. 55)

Figura 55

Conviene seleccionar un punto o0 vértice extremo, impidiendo el
entrecruzamiento de lineas. Incluso se puede repetir el ejercicio, manteniendo
el boligrafo en un punto a la vez que se desliza el papel con la otra mano; pero
de nuevo se requiere un mayor nivel manipulativo.

¢, Qué ocurre si consideramos las "trayectorias" o estelas
correspondientes a dos puntos cualesquiera para esta traslacion? (&)

Podemos observarlo seleccionando dos puntos y uniéndolos con sus
homalogos, imagen, por la traslacion. ¢Qué figura determinan estas dos
trayectorias? (&) Unelas en sus extremos en cada figura y veras mas
claramente este cuadrilatero. (Fig. 56)




El paralelogramo resultante nos conduce de forma natural al concepto de
"equipolencia”, si es que deseamos introducirlo explicitamente. En cualquier
caso, hemos llegado a la caracteristica definitoria de una traslacion:

Los dos pares formados por dos puntos cualesquiera y sus imagenes por
unatraslacion determinan un paralelogramo.

Figura 56

Si asi lo deseamos, estamos en condiciones de introducir el concepto de
vector libre del plano.

Toda traslacion en el plano determina un vector libre.

Reciprocamente: dado un vector, tenemos una traslacion. Para comprobarlo,
procederiamos del modo siguiente:

. Se dibuja una figura nuestro cisne por duplicado sobre dos hojas de
papel.

. Levantando la hoja superior, se dibuja en la inferior un vector fijo con
origen en uno de los puntos de la figura en ella impresa (preferiblemente, un
punto extremo).

. Se vuelve a colocar la hoja superior, haciendo que coincidan las figuras.
Liberada ésta, se desplaza paralelamente, hasta que el punto homdlogo
marcado coincida con el extremo del vector fijo (perceptible a través de la hoja
a desplazar).

. Pueden ahora trazarse otras trayectorias como en la situacion inicial, y
comprobar que resultan paralelogramos.

Por tanto:




Todo vector libre del plano determina una traslacion.

Expectativas

Disponemos no sélo de un sistema de representacion para las traslaciones y
los vectores libres en el plano, sino también de una expresion fisica de sus
efectos.

Ejercicios varios permitiran eliminar las restricciones iniciales de ubicacion de la
figura de partida, direccién de la traslaciébn, modulo de su vector llegando,
incluso, a la superposicion parcial entre imagen y original, etc. Con lo que se
obligara también al alumno a un esfuerzo psicolégico por cambiar su "punto de
observacion" sistema de referencia y aun mayor ejercicio de "orientacion
espacial”.

Cuando las figuras original e imagen se superponen parcialmente, el alumno
queda obligado a comparar una y otra, levantando la hoja superior, observando
el cumplimiento de las condiciones de in variancia. Al mismo tiempo, se vera
forzado a retener en memoria los datos de forma, dimensiones, posicion
relativa y orientacion, tanto en el nivel psicolégico de imagen interior como en el
de exploracion haptica: un buen ejercicio psicomotriz.

Entre estos ejercicios no pueden faltar los contraejemplos: movimientos del
plano que no sean traslaciones. La reiteracion de unos y otros debera
prolongarse hasta que se discriminen con facilidad; que es tanto como decir
que se reconocen los atributos métricos, y su condicion o no de invariantes por
la transformacion propuesta.

Llegariamos asi al ejercicio inverso: dadas dos figuras isométricas, determinar
si corresponden o no a una traslacion. En caso positivo, hallar el vector de la
traslacion que transforma la primera en la segunda. Es un ejercicio multiple de
reconocimiento entre elementos de ambas, de su in variancia 0 no,
determinacion de dos puntos homadlogos y del vector fijo o "par ordenado” que
determinan, comparacién con otros pares, etc. Y hacer explicita la definicién
geométrica de traslacion:

Una traslacion en el plano es una transformacion tal que dos puntos
cualesquieray sus homélogos determinan un paralelogramo.

Alcanzado satisfactoriamente este objetivo, puede decirse que se ha
comprendido el significado matematico del concepto de traslacion vector libre
del plano. Si bien aqui no seria preciso el empleo de dos hojas, sino que
bastaria con una sola. Incluso, para desarrollar la agilidad en el reconocimiento
de figuras y valores métricos, puede recurrirse a colecciones de laminas
prefabricadas por el profesor, realizadas en papel, "Horno Fuser",
"Thermoform", etc.

No me detengo, por lo evidente del proceso, en las situaciones e itinerarios




para la introduccion y adquisicion mediante el empleo de esta técnica de los
conceptos de:

. Composicion de traslaciones adicion de vectores.

. Conmutatividad de la composicion de traslaciones conmutatividad de la
suma de vectores.

. Traslaciéon nula vector nulo o cero.

. Traslacion inversa vector opuesto.
Con ellos, la estructura de "grupo conmutativo".

. Multiplo de una traslacion multiplo de un vector. Etc.

Aun més: empleando papel punteado cuadricula cartesiana, aun sin marcar los
ejes, puede “cuantificarse” una traslacion. Conviene entonces tener la
precaucion, en un principio, de hacer coincidir algunos puntos significativos de
la figura con "nudos"” de la cuadricula, facilitando de este modo el céalculo por
enteros. La distincién "arriba"abajo" y "derecha™izquierda" obliga de forma
natural a adoptar el convenio de signo. Y puede comprobarse la expresion
"analitica" de la traslacion inversa vector opuesto, composicion, etc. asi
como la descomposicién de una traslacién en otras dos "basicas", el efecto de
multiplicacion de las "componentes" por un niumero, etc.

Solo resaltar, dada su importancia didactica, las repercusiones que esta
manipulacion tiene para el acceso y calculo en el espacio vectorial
bidimensional; que, aunque me permito considerarlo como un camino mas tal
vez no el mejor ni el mas rico para la introduccion al concepto algebraico de
Espacio Vectorial, si de gran importancia para su aplicacibn como instrumento
adecuado a las necesidades planteadas en el estudio de la Fisica.

7.2.2. En el "tiovivo"

Disponemos ya de la clave: el dibujo por duplicado. Nos serviremos en esta
ocasion de un elemento auxiliar: una simple "chincheta de clavo corto".

También estan hechas las consideraciones generales. Por consiguiente,
nuestra exposicion sera mucho mas breve, aunque no el tiempo exigido por el
itinerario a seguir en la practica. Sin embargo, el ejercicio exploratorio y de
comparacion desarrollado permitirh al alumno progresar con mayor rapidez
relativa.

En nuestra guerra particular contra la rutina y las situaciones estereotipadas,
situamos la lamina de caucho en posicion "vertical" respecto del

observador ejecutor. Se favorecen de esta forma las manipulaciones y
refuerzos psicolégicos iniciales. (Fig. 57)



Figura 57 Figura 58
Definicion dinamica

Como hicimos para las traslaciones, fijemos las hojas de papel mediante clips o
pinzas, y tracemos una figura representativa puede seguir siendo el "2", "cisne
esquematico” simultaneamente sobre las dos hojas; mejor, esta vez, en la
region superior derecha de la hoja; no muy al borde (fig. 58).

Ya no estamos en un lago: esto es un "tiovivo", una de esas diversiones
que hay en los parques de atracciones para los mas pequefios los
"caballitos". Nuestro cisne es una de las figuras que forman parte del
"tiovivo". Veamos qué hace ahora.

Seleccionemos el centro de la rotacidon convenientemente: lo bastante préoximo
a la figura, como para no hacer preciso un angulo amplio, que descolocaria
demasiado la hoja superior; pero también suficientemente alejado como para
impedir que se superpongan original e imagen.

Aqui esta el centro en torno al cual giran las figuras del "tiovivo". Lo
marcamos con una "chincheta" (C)

Para facilitar la manipulacién posterior, y refuerzo psicologico, es preferible que
el centro se halle entre el observador/ejecutor y la figura; razén por la que ésta
se ubico en la region superior. La chincheta prendera, a su vez, las dos hojas a
la lamina de caucho. El deterioro sera minimo: si pediamos que fuese de "clavo
corto", era, simplemente, para evitar dafios innecesarios en el tablero de la
mesa.

Procedemos a liberar la hoja superficial, y a efectuar el giro oportuno, y, con
ella, de la figura contenida: sentido positivo (sinextrorsum, contrario a las




agujas del reloj), y procurando que la imagen quede dentro de la lamina de
caucho (fig. 59).

Figura 59

Por razones matematicas que miran a mas largo plazo, es recomendable que
los primeros giros se realicen con angulo positivo; justificAndose la indicacion
de dibujar la figura en la regidon derecha.

El alumno debera identificarse con el centro aspecto esencial para deducir las
propiedades fundamentales. Bastard mantenerlo indicado con un dedo
mientras se efectla el giro.

Aunque el movimiento es instintivo, no es superfluo invitar al alumno a que
efectle el giro con todo el cuerpo, manteniendo fijo el "dedo centro". Lo forzado
de la nueva postura obliga casi por comodidad a recuperar la posicion inicial.

El "tiovivo" empieza a funcionar; nosotros, también somos llevados por
él... Pero, enseguida, nos paramos... Debe haber sido una averia. Veamos,
sin embargo, qué ha ocurrido con nuestro "cisne".

Ha girado a la vez. ¢{Cuanto, nosotros y él? Tenemos una forma de
saberlo: fijate donde estaba y donde esta ahora. (&)

De nuevo, la figura de la hoja inferior permanece perceptible al tacto en su
posicion de origen, a través de la hoja superior (fig. 60). Como se ha advertido,
conviene que el giro sea suficiente, de modo que no se superpongan una

y otra (en la fisura. 60°)




Figura 60
Para facilitar la observacion, se vuelve a fijar la hoja superficial (fig. 61).

Podria haberse efectuado la rotacion de la hoja inferior, manteniendo fijada con
algun elemento la superior, y cortando o doblando una esquina de ésta, para
facilitar el movimiento. Se complicaria la manipulacion, sin aparentes ventajas
didacticas, como no fuera el interés por resaltar original sobre imagen.

Sin duda, la principal cuestion a decidir junto con la posicién inicial de la figura
es la amplitud del angulo de giro. Estara en funcién tanto de dicha posicién
inicial como del tamafio y radio de la rotacién. Con una doble finalidad, como se
ha indicado: que la imagen quede dentro de la lamina de caucho, y que el
angulo pueda hacerse corresponder facilmente estimarse con alguno de los
angulos determinados por via antropométrica (dedos indice y corazén
completamente abiertos, por ejemplo: fig. 62).

Figura 61



Figura 62
Invariantes

Es innegable la identidad: eran "la misma figura", dibujada por duplicado.
Permanecen tamafio y forma distancias y angulos: es una isometria. Como
también la orientacion de la figura respecto de si misma forma de "recorrerla™:
movimiento directo.

Con un giro suficientemente amplio, sera facil reconocer la variacion de
posicion relativa respecto del observador/ejecutor del dibujo, vinculado
psicolégicamente al centro como se ha procurado reforzar manipulativamente.
Si asi no fuera, puede ampliarse aquél hasta patentizarla.

Se llama ahora la atencion de los cambios respecto del centro/observatorio.

El cisne ha modificado su posicion y postura, ¢no? Si: parece que ahora
"se inclinara"” hacia adelante... Pero, ¢se ha alejado o acercado, respecto
de donde estamos? (&) ¢Y respecto de "donde estabamos"?... (&)
Recuerda que nos hallamos en el "centro del tiovivo", contemplando lo
que ocurre.

Aunque las respuestas seran inmediatas y acertadas:

Comprobémoslo. Para ello, unimos un mismo punto del cisne, antes y
después de girar original e imagen, con el centro. (&) (fig. 63)




Figura 63 Figura 64

Como ya es costumbre, se toma "un punto significativo" de la figura: extremo y
bien determinable. (La cola, la cabeza, el buche, etc.)

Esta distancia no tiene por qué haber cambiado: el cisne sigue donde
estaba en el "Tiovivo", y nosotros también. Claro que, junto con el
"Tiovivo" parece que se ha movido todo el mundo..., todo el plano, al
menos.

La distancia desde ese punto del "cisne" al centro, no ha cambiado. Pero,
¢esto le ocurre solo a él?, ¢o0 habra alguno que si? (&)

Si la primera comprobacién se realizé con un punto proximo al centro, se repite
con otros mas alejados.

Angulo de una rotacion

¢ Seras capaz de decir qué les ha ocurrido a todas las partes de nuestro
amigo?... (&)

El ejercicio definitorio debe proseguirse hasta alcanzar una formulacion
satisfactoria: de su descubrimiento por el alumno asistida por el profesor, en la
medida que sea pertinente depende la calidad de asimilacién del concepto.

Hay que suponer que, en este nivel, el alumno tiene adquirida la nocion de
angulo. De otra forma, podrian identificarse sin desdoro matematico los
conceptos de angulo y rotaciéon respecto de un punto determinado; aunque
aquél pueda entenderse como una clase suya (médulo respecto del centro).




Utilizando las aperturas entre tus dedos, intenta verificar por
aproximacién esto que decimos... (&) (véase fig. 62)

Haz que el "cisne" vuelva a su posicion del principio. Procura que ambas
figuras coincidan lo mas posible. (&) (véase fig. 58)

Como en el caso de las traslaciones, si la superposicion resultara dificultosa,
se rehace la situacion. El cuidado que se haya puesto en la colocacion inicial
de las hojas facilita esta operacién de "recomienzo".

Toma un punto del "cisne" préximo al centro, y vuelve a efectuar la
rotacion. Si no levantas el boligrafo del papel, manteniéndolo presionado,
en la hoja de debajo se ird marcando la "trayectoria" de este movimiento.
El &nhgulo que debes girar te lo indicara la conveniente apertura entre tus
dedos... (&) (fig. 64)

La manipulacion es bastante mas sencilla que para las traslaciones. Tanto
para zurdos como para diestros: mientras que la mano derecha sostiene el
boligrafo marcando la trayectoria, la izquierda desplaza la hoja superior.
Paradas intermitentes van aproximando el &ngulo de giro al deseado, mediante
estimaciones con el angulo de los dedos.

Vuelta atras: otra vez, a la posicién de partida. Elige ahora uno de los
puntos mas alejados del centro y repite la operacién, marcando la
trayectoria... (&)

¢, Qué piensas: se han desplazado lo mismo esos dos puntos?... (&) Sin
embargo, hay algo que es igual para uno y otro: ¢qué? (&)

El "cisne" se ha movido... Pero no ha habido traslacion, sino rotaciéon o
giro.

Por consiguiente:

Cada vez gque se efectla una rotacion respecto de un punto, se determina
un angulo.




C Figura 65

Pero, ¢también sera asi a la inversa?... Si nos dieran un angulo, ¢serias
capaz de encontrar unarotacion de angulo tal?... (&)

Es cierto: un angulo, una vez dibujado, ya determina una rotacién: basta
con tomar como centro el "vértice" del angulo; la rotaciéon seria aquélla
que llevara lado sobre lado (fig. 65)

Todo angulo determina una rotacion.

Puntos fijos

Piensa bien la respuesta: ¢se mueven todos los puntos del plano de la
hoja, al girar el "tiovivo"?... (&)

La respuesta acertada no es facil; al menos, en los niveles elementales. Existe
la conviccion de que "también el centro gira", aunque sea "en torno suyo". Es
la dificultad natural: el salto entre "realidad fisica” y "mundo de las ideas
abstractas".

En efecto: los puntos materiales, también giran; los matematicos abstractos,
no. El "punto matematico" carece de dimensiones, es un locus; el "punto fisico”,
no puede desligarse de su extension. Aquél es inmaterial, adimensional; éste,
por el contrario, esta sometido a "las tribulaciones de lo sensible". ..

Para hacer las cosas mas dificiles, hemos insistido en identificarnos con el
centro. Y se ha recomendado incluso "girar el cuerpo en sincronia"... ¢,Cémo
desprenderse ahora de este lazo?

Es un buen test sobre el nivel de "apegamiento” del alumno con el material
manipulativo. Es decir: de hasta qué punto trabajan su imaginacion a nivel de
"esquemas empiricos” y/o pensamiento abstracto, encontrandose en




condiciones de efectuar el "salto" al trabajo "natural" con "lo abstracto puro”.

Con frecuencia, la respuesta deseable "el centro no se mueve, estéa fijo", se
debera a la identificacion entre "centro" y "chincheta"; que es otra forma de
"apegamiento limitativo". Convendra entonces ayudar al alumno a "dar el salto
abstractivo™:

La chincheta no se mueve, en efecto. Pero, ¢forma parte del plano, es un
punto suyo?... (&) Aunque no forme parte, se halla en el lugar de un punto
del plano, que no giraria: seria un "punto fijo"; el Unico.

Traslaciones y rotaciones

Este momento podria postponerse, hasta haber completado la introduccion a
las isometrias: una vez estudiadas las simetrias en sus rasgos fundamentales.

Entonces: ¢es lo mismo unatraslacion que unarotaciéon”!... (&)

Vamos a intentar establecer qué hay de comun y de diferente entre
traslaciones y rotaciones.

Traslaciones Rotaciones

Coincidencias

conserva angulos (figura) conserva angulos (figura)

conserva orientacion o sentido (modo de

conserva distancias (tamafio, longitudes) |conserva distancias (tamafio, longitudes)

conserva orientacion o sentido (modo de

recorrer las figuras) recorrer las figuras)

Diferencias
Puede cambiar la distancia de cada No cambia la distancia de cada punto al
punto al de observacién o referencia. de observacion o centro.

No cambia la posicion o postura respecto [Cambia la posicion o postura respecto
del punto de observacion o referencia. del punto de observacién o centro.

Puntos fijos o "dobles"

Carece El centro, Unicamente.

La construccion de este cuadro corresponde como tantas otras veces al propio
alumno. El profesor puede condicionarlo: determinando el "formato” de sus dos
columnas, por ejemplo, o de sus dos bloques de "coincidencias" y "diferencias”;
recordando aspectos que se han estudiado en uno y otro movimiento, etc.,
segun el grado de bloqueo que aparezca. Las respuestas, sin embargo,



pertenecen exclusivamente a los alumnos: mediante esfuerzos de memoria,
contraste entre ellos, revision de notas de clase, etc.

No existe dificultad grave para su confeccion en Braille; aunque alguno de los
aspectos necesite de mas de una linea. Debera acudirse a las abreviaturas, a
fin de que no ocupe mas de una pagina. Aspectos distintos deberan separarse
por "lineas en blanco"; pero que el conjunto no exceda la pagina.

Expectativas

Remitimos al lector a las formuladas a propdsito de las traslaciones. Una
adicional:

El ejercicio de observar figuras rotadas, sea respecto de un centro exterior,
sea respecto de uno "contenido en su contorno maximo", obliga a un esfuerzo
de "asuncion de la forma", bien estudiado en Psicologia. Pero poco practicado
en el aula.

Con frecuencia incluso en niveles superiores no se identifican "figuras rotadas";
es el caso tipico de la perpendicularidad: el "triangulo rectdngulo” se reconoce
0 no como tal, segun se presente con uno de los catetos o la hipotenusa en
direccion izquierdaderecha respecto del observador. (fig. 66)

Figura 66

Para poner de relieve la estructura de "grupo conmutativo” del conjunto de las
rotaciones de centro dado respecto de la composicién suma de angulos, no
sera preciso establecer previamente, la equivalencia entre rotaciones angulos
mddulo el giro completo 360°: esta tarea es mas propia de cursos superiores;
basta con no exceder de dicho giro completo en las manipulaciones que se
lleven a cabo.

El trabajo con rotaciones sobre el plano cartesiano punteado tiene, en niveles



elementales, limitaciones importantes. Debe restringirse a rotaciones de
angulo multiplo del recto; en principio, con centro en el origen. Al variar
alguno de estos parametros, o bien entrafia dificultades manipulativas medida y
conservacion por transporte de angulos diferentes, o el centro, un punto
cualquiera, resulta perturbado por la presencia "absorbente" del origen como
centro por excelencia.

Baste con las rotaciones mas sencillas: centradas en el origen y angulos de
90°, 180°, 90° y 360°;, que se corresponden con las expresiones de la vida
diaria: "giro a la izquierda, media vuelta", "giro a la derecha y vuelta completa”,
y sus compuestas. Por otra parte, pueden estudiarse equivalencias y el
semigrupo monogeno que constituyen.

7.2.3. Nuestro cisne, tiene "un doble" enfrente

El estudio de las simetrias axiales con alumnos videntes se aborda, por lo
general, mediante "la Geometria del espejo”, o la "Geometria del vidrio de la
ventana". Situaciones inasequibles para el alumno ciego o con déficit visual
pronunciado. Una vez mas, la lamina de caucho y el dibujo sobre doble hoja
de papel facilitan las cosas.

Definicidon dinamica

Toma una hoja de papel y doblala por una recta cualquiera. Col6cala
sobre la lamina de caucho, sujetandola; sobre todo, la mitad inferior.

Huyamos de las paralelas a los bordes, como de la rutina. No pocas veces me
he divertido con mis alumnos, videntes o ciegos:

* Dibuja unarecta... (&)

* ¢Es que no sabes dibujar una recta cualquiera, si no es "horizontal"?.

()
e ;Qué ocurre: sb6lo hay rectas "horizontales" o "verticales"?... (ji !'!)

e Esta bien: aunque, ademas de las "rectas ascendentes”, ya sabes que
también las hay "descendentes”... (jij...!!!

No es que goce de "clarividencia", cual Tiresias o "divino aedo": la rutina, la
maldita rutina... jLastima que, por su precio, no se hayan generalizado los
"tableros giratorios"!; y habituarse asi a contemplar figuras y lineas variadas
respecto de rotaciones.

En nuestro caso, aunque el doblez se haya practicado respecto de un eje
paralelo a uno de los bordes, todo tiene remedio: se fija la hoja a la lamina de
caucho en forma tal que resulte oblicuo a los limites de ésta. (Fig. 67A)




Dibuja ahora el cisne de siempre en la "hoja doble" (&) (Fig. 67B)

Como es natural y sencillo de dibujar, el "cisne" esta en "posicion normal”. No
compliqguemos mas las cosas: vale asi.

Figura 67A

Figura 67 B

Despliega la hoja. ¢Qué observas?... (&) (Fig. 68)




Figura 68

El resultado del dibujo sobre la ldAmina de caucho es aun "mas palpable" que
en el caso de traslaciones y rotaciones; y menos "visible". Al desplegar la
hoja doblada, ambas figuras original e imagen carecen de tinta; pero el relieve
es mas marcado y perceptible: no es necesario recurrir a la tenue percepcién
tactil a través de una hoja encubridora.

El eje de la simetria axial es asimismo perceptible: la deformacion
experimentada por el papel lo hace suficientemente claro. Sin embargo, y para
hacerlo mas patente, podria dibujarse sobre esta linea, resaltandola. El propio
"canal" del doblez nos facilita la tarea, llevandonos por él.

Podria haberse desplegado la "semihoja inferior", permaneciendo la figura en
tinta en la cara visible; como la alternativa sugerida y desechadaen los
movimientos anteriores. Se complicaria la manipulacion, sin beneficio claro.
Mas adelante, no obstante, tendra su interes.

¢Qué hemos hecho? Podriamos decir que hemos "girado" "media hoja"
de papel, "medio plano”, en torno a la linea recta que es el doblez. Por
ello, a esta recta se le llama eje; y a la operacion, simetria axial o,
simplemente, simetria: porque "no es una rotacién", como las que hemos
estudiado mas atras.

Aunque se menciona el titulo correcto simetria axial, no existe por el momento
riesgo de confusion: las simetrias centrales apareceran como fruto de la
composicién de dos simetrias axiales; y, a partir de entonces, se podria
plantear el hacer hincapié en la distincion adjetiva.

Invariantes

¢ES 0 no "nuestro cisne"?... (&)

La respuesta es inmediata y evidente. Cosa que no siempre ocurre con espejos




y vidrios de ventana...

Se han dibujado uno y otro a la vez; son, sin duda, el mismo. Pero
también son distintos. Son dos "cisnes iguales": el que dibujamos, y un
"doble" suyo.

Asi pues:

. Se conservan distancias y angulos tamafio y forma,; se trata de una
"isometria”.

. Sin embargo, cambia "la forma de recorrer las figuras original e
imagen"; cambia la orientacion o sentido.

No es comodo recurrir en esta situacion a la observacion: "mirar" las figuras por
uno y otro lado del papel. O advertir que "la figura transformada queda en la
cara opuesta a la de la imagen", dando lugar a la calificacion de movimiento
inverso. Baste decir: miran a lados contrarios.

Ya puedes ir comparando estas observaciones con las que hicimos a
proposito de las traslaciones y rotaciones. (&)

La plasmacion en Braille del cuadro comparativo de los tres tipos de
movimientos es dificultosa en alto grado, por la escasa longitud de la linea
Braille (40 caracteres). Las abreviaturas seran imprescindibles.

PUNTOS FIJOS

Es, sin duda, la mayor dificultad con que se tropezara. Pero no es exclusiva del
alumno ciego, ni atribuible a la forma de dibujo. No obstante, el procedimiento
que se propone suele responder a las expectativas didacticas.




Quita las sujeciones de la hoja de papel a lalamina de caucho. (&) Ahora,
con cuidado, cambia la hoja de cara, procurando que el doblez quede en
el mismo sitio y el "cisne" y su "doble" de lado contrario al que estaban
respecto del doblez. Puedes hacerlo de dos formas: o bien directamente,
toda la hoja de una vez; o en dos tiempos: plegando la hoja por la linea
del doblez, y sacando después la "media hoja" de debajo. Con este
segundo procedimiento, te aseguras que el eje quede en el mismo lugar.

(&)

¢, Qué has hecho? (&) Cambiar o mover toda la hoja; que es tanto como
decir "cambiar todo el plano"... Hemos pasado del "mundo de las figuras
reales” en el que dibujdbamos, al "de los dobles", y viceversa...

¢ Notas diferencia con lo que tenias antes? (&)
Podemos decir que: una simetria lleva cada una de las mitades de la hoja

delimitadas por el doblez sobre la otra. Dicho con lenguaje maés
propiamente matematico.

Una simetria axial hace corresponder cada uno de los "semiplanos
determinados por el eje" sobre el otro

Al tratar de las rotaciones vimos que habia "un punto que no cambiaba de
lugar”: el centro de la rotacion. Fijate bien, e intenta buscar algun punto
qgue no sufra desplazamiento por una simetria. (&)

Si la manipulacion propuesta se efectué por la via de "dos tiempos", la
respuesta sera con frecuencia la acertada; ya que la hoja de papel no se
separo practicamente de la lamina de caucho, salvo para permitir la extraccion
de la semihoja inferior por problemas de "impenetrabilidad” fisica. Si se eligio el
volteo completo y directo, convendra reiterar la operacion lentamente,
recalcando que "el doblez debe quedar en el mismo sitio que estaba"; hasta
provocar explicitamente el plegadodesdoblamiento en dos tiempos,
apareciendo entonces la respuesta correcta como evidente.

Asi pues, todos los puntos del eje quedan donde estaban: se dice que
son "puntos fijos" o "puntos dobles" de esta transformacién del plano
gue hemos dado en llamar simetria.

Ya tienes un dato mas para comparar con lo que ocurria en las
traslaciones y rotaciones.

Puede ser éste un buen momento para efectuar un estudio conjuntista de las
tres isometrias: correspondencias biyectivas del plano en si mismo
"transformaciones”, y completar el cuadro comparativo iniciado mas arriba.

Definicion geométrica




Recuerda qué otros aspectos estudiadbamos en las traslaciones vy
rotaciones... (&)

Al igual que hicimos con los otros movimientos, vamos a estudiar el
"rastro” o trayectoria seguida por un punto cualquiera. Elige, pues, un
punto de nuestro "cisne", y veamos qué ha ocurrido con él. (Como
siempre, se toma un punto significativo y extremo, facil de localizar y
comodo para nuestro trazo). (&)

Nos encontramos con un problema: no podemos "dibujar en el aire". ..
Asi que, nos conformaremos con unir en el papel el punto original y el de
laimagen... (&) (Fig. 69)

¢Puedes arriesgar alguna afirmacion? (&)

Toma otro punto, y haz lo mismo. (&) ¢Mantienes lo dicho para el
primero?... (&)

Es muy facil de comprobar. Si pliegas de nuevo la hoja, veras ratificado lo
que dices:

. El eje de la simetria es perpendicular a todos los segmentos que
unen cada punto original con su imagen.

. Los cortaen el "punto medio".

Por estarazon, se dice que

En una simetria, el eje es mediatriz comun para los segmentos que determinan
cada punto original y su imagen.

Que es afirmar bastante mas que:

En una simetria, un punto del plano y su imagen se hallan a igual distancia del
eje.

(La ultima proposicion no es exclusiva de las simetrias axiales: también se
cumple para la transformacion compuesta de una simetria axial y una
traslacion de vector paralelo al eje de aquélla.)

Por eso, a medida que tomamos puntos mas alejados del eje, su imagen
también se aleja. Compruébalo, plegando y desplegando la hoja. &




Figura 69
Composicion

La compuesta de dos simetrias axiales suele acarrear pesadillas al
estudiante; con la ldAmina de caucho, no. De una vez por todas, los resultados
son evidentes.

Describiré muy brevemente la técnica de trabajo. Para ello, distinguimos dos
casos:

1° Compuesta de dos simetrias de ejes paralelos

. Se toma una hoja de papel plegada dos veces, procurando que los bordes
de los dobleces sean paralelos. Precisamente éstos, serdn los ejes de las
simetrias a componer. El "ancho" de cada zona debe ser suficiente para el
tamafio de la "figura testigo".

Salvada la rutina inicial del doblez paralelo al borde de la hoja, no hay
inconveniente en gque, para esta ocasion, se tome éste como referencia para
lograr el paralelismo: se dobla la hoja una vez, cuidando que coincidan los
bordes perpendiculares, y se vuelve a plegar tomando como "borde de apoyo”
el interior (fig. 70).



Figura 70

Pero también podemos servirnos de un carton rectangular o regla, cuyo ancho
fuera la distancia entre ejes; suprimiendo después, en su caso, el excedente
de una de las regiones. En este caso, el segundo doblez puede hacerse tanto
en "acordeon” (fig. 71 A) como en "intrusion” (fig. 7IB), pues se supone que el
alumno deberd identificar ya la simetria con su eje. No obstante, serd
preferible la formula de "intrusién™ hacia adentro, aunque sea preciso recortar el
exceso: los movimientos de simetria tendrian el mismo sentido en el espacio.

Figura 71A

Figura 71B



. Se dibuja el "cisne" o "figura testigo" sobre la triple hoja (fig. 72).
Como es de esperar, la presion necesaria debera ser importante, resultara
irregular, y, en consecuencia, el trazo no ser& homogéneo. Pero la figura que

se obtenga recordara suficientemente a la ideal, y cumplira su mision de
control.

Figura 72

. Se aplica la "primera simetria”, desdoblando el primer pliegue de papel.
(En la parte desdoblada, la "figura testigo" se hallara por duplicado.) (fig. 73)

Figura 73
. Se aplica la "segunda simetria", deshaciendo el segundo doblez (fig. 74).
Contamos con tres figuras sobre el plano, que se diferenciaran, incluso, por la

intensidad del trazo: decreciente, del primer original a la imagen final, fruto de
la composicién de ambas simetrias.



Figura 74
. Andlisis de la imagen obtenida, en comparacion con el original primero.

El sentido u orientacion denunciara que no se trata de una simetria. La idéntica
posicidbn respecto del observador/ejecutor sugiere la posibilidad de una
traslacion. La comparacibn de trayectorias de puntos homdlogos
determinando paralelogramos, evidenciard la condicion definitiva (fig. 75).

Figura 75

Si se desea hallar el modulo del vector de traslacion, basta volver a plegar las
regiones de la hoja, y desplegarlas de nuevo cuidadosamente, observando las
distancias de cada punto y su "imagen parcial" al eje correspondiente (médulo
= doble de la distancia entre ejes). La direccion y sentido son inmediatos
(perpendicular a los ejes, en el sentido de enumeracion de éstos).

Sin embargo, la comprobacion de la "no conmutatividad" es mucho mas
complicada: el deseo de tener constancia del hecho obligaria a trabajar con dos
hojas para cada composicion, y aun con dos "ldminas de caucho". Es
preferible, desde el punto de vista didactico, no hacer mencion a esta
eventualidad; como apenas se aludi6 a ella picaramente al hablar de
traslaciones muy sencilla de comprobar o rotaciones bastante mas compleja.



2° Compuesta de dos simetrias de ejes secantes

La unica diferencia metodologica se hallaria en la forma del plegado inicial:

. Se toma una hoja de papel, y se pliega dos veces, con lineas de pliegue
concurrentes en uno de los bordes de la hoja. Precisamente éstos, seran los
ejes de las simetrias a componer. La "amplitud" de cada zona debe ser
suficiente para la "figura testigo”, en tamafo apreciable. (Fig. 76)

Los pasos son idénticos que para la composicidbn de "simetrias de ejes
paralelos” (figs. 77, 78, 79).

Figura 76

Figura 77

Figura 78



Figura 79

La dificultad de reconocimiento de una rotacién no lo seré tanto en su caracter
como en la determinacion del angulo definitorio (doble del formado por los ejes
de las simetrias).

Expectativas

Comprobado que el "conjunto de las simetrias axiales no es cerrado" respecto
de la composicion, apenas si es util contemplar el caracter diedral:

. La composicién de una simetria consigo misma da como resultado la
"identidad".

Para el trabajo con coordenadas en el "plano cartesiano punteado”, sélo es
recomendable utilizar como ejes de simetria los propios ejes cartesianos y las
bisectrices de los cuadrantes. Como ejercicio puramente preanalitico, pueden
también emplearse rectas paralelas a los ejes.

7.3. FUNCIONES INVERSAS "AL NATURAL"

En la concepcion clasica, los logaritmos se definen como "exponentes a los
qgue debe elevarse la base para obtener el nUmero dado". Sus propiedades
generales y estructurales aparecian como consecuencia de esta definicion,
aprovechando, eso si, las propias de los exponentes.

Pero las dificultades surgian al intentar estudiar la funcion logaritmica, en forma
global, comprensiva.

Busquemos una via alternativa, y aun inversa: definamos la funcion logaritmica
en esa forma comprensiva, global, y deduzcamos después sus propiedades
para el nivel elemental. ¢ Qué expresion definicibn mas global y comprensible
que la imagen grafica, la representacion cartesiana? La grafica cartesiana de
una funcién recordémoslo es la fotografia casi perfecta de sus propiedades
(excepciodn hecha de los "puntos multiples™).



El camino presupone una serie de destrezas, que deberian haberse ido
adquiriendo y desarrollando a la par que se trabajaba en el plano cartesiano
con otras funciones elementales:

1) Representacion grafica de funciones de primero y segundo grado rectas y
parabolas, y aun poli némicas sencillas;

2) Expresion grafica de la "funcion inversa" de otra: en el plano cartesiano,
como simétrica suya respecto de la bisectriz de los cuadrantes 1°y 3%

3) Dominio suficiente del concepto, propiedades y aplicaciones de la funcion
exponencial;

4) Representacion grafica e interpretacion geométrica de las propiedades de
la funcidon exponencial, respecto de cualquier base positiva.

Nos interesan especialmente las indicadas en b). Dado que la introduccion de
la funcion logaritmica suele seguir al trabajo con la funcion exponencial
nivel de Educacion Secundaria, y ésta al estudio de funciones reales. El
proceso que se propone es de todo punto natural, casi rutinario. En particular:

7.3.1. Inversa de una funcién: caso general

Quedamos en que una funcion es una "maquina tragaperras”, ¢no? (&)
Cada vez que le proporcionamos un valor, nos devuelve otro; aunque a
veces nos devuelve el "0" (raiz), o no contesta (carece de imagen para ese
valor)...

Pues bien, toma la funcién y = (x-2)?, y dibGjala. (&) (fig. 80)

Figura 80




El alumno ciego no tiene por qué encontrar mas dificultades que el vidente, al
dibujar esta grafica con su ldmina de caucho; claro esta, que debe dominar
las oportunas destrezas manipulativas de exploracion y de representacién, asi
como el trabajo en el plano cartesiano. Si uno u otro encuentran problema en
dibujarla directamente, puede precederse al estudio de la correspondiente
parabola: positiva (hacia arriba), puntos de interseccion con el eje de abscisas
(raices: x = 2, raiz doble Unica), vértice (x = 2).

Esta funcién hace corresponder: x — (x-2)% por ejemplo (cuadro A).

A B

f(x)=y=(x-2)° y =f(x)
1 -(1-22%=1 1
5 (5 2°=9 9
0 -4 4
159 9
-3 - 25 25
etc. etc.

La funcidon inversa de ésta sera la que haga justamente todo lo contrario;
véase el cuadro B

De entrada, ya vemos que no sera aplicacion; ni siquiera funcién: al "9",
deberén corresponderle, al menos, los valores "5" y "1". Pero no importa:
buscaremos su expresion simbdlicay su expresion grafica

1°) Expresién simbdlica

Muy sencillo: si tomaramos para "y" un valor cualquiera, ¢cual deberia
ser el de "x" que se correspondiera con él? ¢Habra una expresion
algebraica, una formula, que nos permita calcular ese valor de "x" de
formarépida?...

Se trata, por tanto, de hallar "x" en funcién de "y". Despejar x. Hagamoslo.

(&)

y=(x-2° .y =x-2,2+.y =x;x=2+.[y;

Como sabemos gque las letras "x" e "y" no representan nada, sino qué
valor "entra" y cual "sale", podemos cambiar una por otra

y=2+~/x;




Tenemos ciertamente la "funcion inversa": en vez de los pares (X, Y),
figuran ahora los (y, x).

En realidad, esto es Ilo Unico importante que hemos hecho
(aparentemente). Las anteriores transformaciones de la ecuacion, no la
han cambiado... Tal vez... {Esta bien eso de sacar la raiz cuadrada a
ambos miembros"!... Yaveremos.

De paso, ya podemos saber en qué puntos valia "0" nuestra funcion, las
raices

y=2+0 =2

Deshaciendo el cambio

y = (x - 2)? tiene una raizen x = 2

A partir de aqui, seria interesante como ejercicio de calculo y para refuerzo
conceptual comprobar algebraicamente el significado de funcion inversa: las
funciones compuestas de ambas, en uno y otro orden, es la identidad:

fog=gof=x

2°) Expresion grafica

Mas simple todavia.

Acabamos de decir que lo Gnico importante en nuestro trabajo reciente ha
sido "cambiar la x por la >". En la representacién gréafica, esto, ¢qué
supone? (&) ¢Cambiar el eje de abscisas por el de ordenadas, y
viceversa?... Pues asi sea, con mucho cuidado:

. El semieje X", que iba hacia la derecha, debera cambiarse por el
semieje positivo de ordenadas, Y, que va hacia arriba; y reciprocamente.
De modo analogo para los semiejes negativos: se intercambiardn X e Y’
por tanto, lo que iba hacia abajo, debera ir hacia la izquierda, y
reciprocamente. Luego: positivos con positivos, negativos con negativos.

. El origen, como pertenece a ambos, no cambia

. Es decir: el 2° cuadrante pasa a ocupar el lugar del 4°, y viceversa.
Los cuadrantes I° y 3° quedan donde estan, en conjunto. Pero los puntos
que estaban proximos al eje de abscisas antiguo pasan ahora a estar
proximos al eje de ordenadas moderno, y al revés: los puntos proximos al
eje de ordenadas antiguo pasan a estar proximos al eje de abscisas




moderno.

Esta manipulacién es mas factible con el material del alumno ciego, la grafica
dibujada con la lamina de caucho, ya que: basta plegar la hoja de papel por la
bisectriz 1°3° cuadrantes, haciendo que los ejes simétricos coincidan; lo que no
es dificil, ya que el relieve se manifiesta por ambas caras. Despues, se extrae y
extiende el semiplano inferior. Es decir: damos la vuelta al papel, cambiandolo
de cara.

El dibujo en relieve es igualmente perceptible tanto por una como por otra cara.
Pero el dibujo "en tinta" tropieza con el inconveniente de ser solo visible por el
haz, por la cara en que se dibuj6; salvo que el papel fuera transparente, o el
trazo rabiosamente fuerte. El alumno vidente también puede asemejar su
manipulacion a la del ciego, colocando su hoja dibujada al trasluz, sobre el
vidrio de una ventana (fig. 81).

No obstante, esta manipulacién puede resultar costosa en un principio a los
alumnos con poca practica o escasa habilidad manual. Pero, aunque les
suponga mas o menos tiempo, varios ensayos, la grafica obtenida no sufre
distorsion: es clara y queda patente la relacion que guarda con la original.

Tan solo una advertencia: al trazar la grafica original, conviene cuidarse de no
dafar el papel, rasgandolo; lo que daria lugar a una mayor dificultad al tornarlo,
pudiendo quedar trozos separados o semilibres. El trazo, por tanto, debe ser
suave, aunque suficiente para marcar el relieve de forma reconocible.

Mira si se cumplen los valores del cuadro de mas arriba; es decir, si esta
grafica contiene los pares correspondientes. (&)

En resumen: hemos hallado la figura "simétrica respecto de la bisectriz de
los cuadrantes 1°y 3°". Por tanto, no hace falta calcular valores: basta con
tornar la hoja de papel, doblandola por la mencionada bisectriz.

Pero hay una cosa clara: la inversa no es una funcion: a cada valor
positivo de "x" le corresponden dos valores de "y". Graficamente, se
observa que las perpendiculares al eje X" cortan a la curva en dos puntos.
En la expresion simbodlica, segun que tomemos el valor positivo o
negativo de la raiz cuadrada; ésta, por tanto, deberé ser, definitivamente:

y =2+ J/x




Figura 81

7.3.2. Lainversade lafuncién exponencial

Vamos a estudiar la inversa de la funcién exponencial. Tomamos una
funcion exponencial concreta; por ejemplo, una sencilla: la de base 10.

Dibujamos su gréficay recordamos algunas propiedades que se observan
inmediatamente (fig. 82)

La ultima propiedad, de caracter estrictamente algebraico, no tiene reflejo
gréfico; al menos, evidente.

Las dos que la preceden resultan de la observacion de la gréfica; su
comprobacion algebraica no es sencilla...

Las casillas de este cuadro pueden rellenarse en no importa qué orden; aunque
se sugiere hacerlo de izquierda a derecha. Es decir, el itinerario natural:
expresion verbal del comportamiento grafico-geométrico, expresion matematica
en lengua comun, y expresion simbdlicomatematica la mas abstracta y
especifica. El orden vertical es indiferente: el nUmero es una simple referencia
para las propiedades simétricas en la funcién inversa.




Figura 82

Expresion grafica

Expr. lengua comdn

Expr. simbdlica

1 toda perpendicular al eje de
abscisas corta a la curva

Esta definida para todo
valor de x

Para todo x existe y:
10*=vy; o:
dom. (10*) =R

2 sé6lo aparece en los cuadrantes
1°y2°

Es estrictamente positiva

para todo x: 10> 0

3 alir deizqg. a dcha., la curva
sube

Es estrictamente creciente

para cualesq. x x
X<X =

10 < 10*
4 no tiene cortes ni saltos Es continua para todo valor| Para todo x:
de x lim 10" = 10*

t—ox

5 no corta al eje de abscisas

Carece de raices

No existe x, 10*=0

6 al alejarnos por la izquierda, se | Tiene al semieje X~ como | lim 10*=0
va aproximando al eje de asintota X — — 00
abscisas

7 corta al eje de ordenadas en En x = 0, toma el valor 10°=1

0, 1)

y=1

8 las perpendiculares al eje de
ordenadas sélo cortan a la
grafica en un punto, a lo sumo

Es una aplicacion invectiva

dom.(10") =R;y:
X # X = 10* # 10"

9 las perpendiculares al semieje
positivo de ordenadas cortan a la
curva, y solo ellas

Su recorrido es el conjunto
de los numeros reales
estrictamente positivos

im.(10%) = (0. + )

10

Convierte: sumas en
productos, restas en
cocientes, productos en
potencias; cocientes en
raices

10", =10%+ 10"
10 =10"/ 10
10X =(10*)*
10°/X  =X10x




Dejando libres algunas de las casillas, se convierte en un buen ejercicio de
traduccion de unos lenguajes a otros.

El alumno ciego debera buscar otra disposicion: la linea Braille apenas llega a
40 caracteres menos de la mitad de los aqui necesarios. Una solucién podria
ser: tres lineas para cada propiedad una para cada forma de expresion,
separando cada bloque por una "linea en blanco".

Pasemos, pues, al estudio de la funcién inversa

1°) Expresion algebraica

Nos vemos incapacitados de "despejar la x en funcién de y'™. Por tanto,
se trata de una funcién completamente desconocida y nueva. Ya veremos
si conviene inventarse una expresion para ella

2°) Expresion gréafica

Ya sabemos como obtenerla: sera la simétrica de y =10* respecto de la
bisectriz de los cuadrantes I° y 3° (fig. 83)

Ahora, podemos intentar expresar sus propiedades, trasponiendo en las
dey = 10" los papeles desempefiados por x e y (el numero inicial indica la
propiedad dey = 10 de la que se deriva)

Idénticas observaciones que para la construccion del cuadro de propiedades de
10", tanto en tinta como en braille.

Bauticémosla: la llamaremos "funcion logaritmica de base 10"; lo ultimo,
en honor de la base de exponentes de aquélla de la que es inversa. La
expresaremos simbdlicamente como:

f1(x) = log. x

Sabiendo que son equivalentes las expresiones

y =10%; x =log.y




Figura 83

A partir de aqui, pueden explicitarse y ejemplificarse las propiedades
enunciadas, con todas las ventajas operatorias de los logaritmos. Asimismo,
ampliar el estudio a logaritmos de base distinta.

No es necesario volver a referirse al alumno ciego en cuanto a su trabajo con la
ldmina de caucho: se ha indicado en el ejemplo anterior como hacerlo, y como
ésta facilitaria la obtencion de la gréfica inversa la funcion logaritmica, en este
caso Yy, con ella, la subita aparicion de sus propiedades basicas. Es un
verdadero valor afiadido de este instrumental de dibujo en relieve, manejado de
forma natural, cuyo correlato en tinta exigiria el uso de transparencias o el
trabajo al trasluz.



Expresion grafica

Expr. lengua comuan

Expr. simbdlica

9 las perpendiculares al
semieje X" cortan a la curva
en un Unico punto cada una, y
solo ellas

Esta definida para solo
valores de x estrictamente
positivos

dom.(f ) = (0,+ o)

2 solo aparece en los
cuadrantes 1°y 4°

3 al ir de izqda. a dcha., sube

Es estrictamente creciente

Para cualesquiera x. X'/ x <
X fT) <fi(x)

4 no tiene cortes ni saltos

Es continua, para todo x

Para todo x > 0O:
limr f 1) =f 1 (x)
t—oXx

7 corta al eje de abscisas en
(1.0)

Tiene unaraizenx=1

f11)=0

3'entre 0y 1, esta por debajo
del eje de abscisas; a partir de
1, por encima

Negativa en (0,1); positiva
en(l,+ o)

X<1= f'(x)<0
X>1= f'(x)>0

6 al acercarnos por la derecha
a x=0, se aproxima al semieje
v

Tiene al semieje Y ‘como
asintota

limft(x)=— oo
x—0"

5 no corta al eje de ordenadas

1,8 las perpendiculares al eje
de ordenadas solo cortan a la
curva en un punto cada una, a
lo sumo

Es una funcidn invectiva

Para cualesq. x X" :
X#X =
F10) #(x7)

1 todas las perpendiculares al
eje de ordenadas cortan a la
curva

Su recorrido es todo el
conjunto de los nimeros
reales

im.(f ) = R; o: para todo
y € R existe Xx€ 6 R:
y=f*(x)

10

Convierte:

productos en sumas;
cocientes en restas;
potencias en productos;
raices en cocientes

1 (x. x )= LX)+ LX)
£l (X—),()zf x)—f1(x)
(U XxN=x".f(X)

f(
FLEVX = F5X) /X

7.4. CALCULO Y ESCALADA

Nos hemos pronunciado en contra del calculo por el célculo. Pero también
hemos apuntado el atractivo que el mero ejercicio operatorio tiene para no
pocos alumnos, siempre que no se prodigue o se le incorpore una motivacion

de tipo ludico o como desafio a las propias facultades.

Se presenta a continuacion un "pasatiempo”: una tarea de Célculo Aritmético
rutinario, que, apurando los argumentos en favor suyo, relune aspectos




positivos varios:

. Como todo Calculo escrito, exige el ejercicio del Calculo mental; si cabe,
con mayor intensidad en este caso.

. Abarca todo el abanico de multiplicaciones y divisiones por una cifra, con
repaso de la Tabla practicamente completa en ambos casos.

. Incorpora un mecanismo de autocorreccion a medio plazo, como prueba
de la exactitud de los calculos anteriores; en caso de error, exige el repaso de
toda la tarea anterior. Con ello y por ello, graba fuertemente en el alumno la
necesidad de ser cuidadoso, tanto en el calculo como en la escritura de los
resultados.

. Al ser una tarea con final previsto, conlleva la motivacion del desafio o
llegada a meta.

. En el caso del alumno ciego, al trabajar con la maquina Perkins, exige la
aplicacion de la préactica totalidad de destrezas necesarias para el calculo con
este instrumento. Bien es cierto, que se hallar4 en desventaja incluso consigo
mismo respecto de situaciones ordinarias de calculo: por la escasa longitud de
la hoja Braille, no podré respetarse la recomendada "linea en blanco" entre
operandoos y resultado.

Un poco de ejercicio al aire libre, nunca viene mal. ¢(Te gusta la
montana?...

Pues bien, imaginate que estas sediento: jmuy sediento!... No lejos de
agui, se encuentra una fuente de agua fresca y cristalina...

Pero... un obstaculo se interpone entre tu y ella: una montafa, alta y
resbaladiza.

Para vencerla, deberas, primero, subirla a fuerza de multiplicaciones.
Después: la bajada, algo trabajosa y con no pocos peligros, que deberas
hacer a golpe de divisiones. Precisamente, tendras que bajar lo que antes
subiste, hasta llegar a la fuente, que se halla al mismo nivel que el punto
de partida.




Pudiera ocurrir que, en un punto determinado, equivocases la senda:
cometieras un error de calculo. En ese caso, no podrias continuar: te lo
advertiria el paraje de bajada, ya que no obtendrias una division exacta.
Entonces..., jvolver a andar lo andado!, repasando el camino...

Camina con cuidado; pero, al mismo tiempo, no te entretengas
demasiado, no sea que desfallezcas de sed... Fijate bien donde pones el
pie, aunque sin detenerte a descansar en lo ya logrado.

Situémonos. Dime: ¢en qué dia del mes naciste? (17) De acuerdo:
escribelo en la parte superior, respetando un margen a la izquierda de
unos 10 espacios. Traza una linea vertical a su derecha en Braille, no es
necesario—, y, en su margen y en columna, los nameros 2, 3, 4..., hasta el
9; debajo, otravez: 2, 3, 4... 9 (fig. 84A)

Figura 84A Figura 84B Figura 84C
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Figuras 84A, 84B y 84C

Indudablemente, se lograria mejor el efecto visual de subir, primero, y bajar,
después, con una disposicion horizontal del conjunto. Pero se introducirian
notables alteraciones en la disposicion ordinaria de la multiplicacion, sobre
todo, y se dificultaria la aplicacion de los habitos calculatorios ligados a la
escritura posicional derecha izquierda de resultados parciales, que facilita la




adicion de cifras de orden superior en la multiplicacion, y el significado del resto
como orden superior en la division.

En Braille, se omite la linea vertical de separacion entre resultados y
operadores: el "espacio en blanco" es suficiente para esta diferenciacion;
ademas, el trazado de la linea continua en la maquina es laboriosa. Asimismo,
se respeta una "linea en blanco" entre el bloque de factores y el de divisores, a
fin de facilitar la localizacién ulterior de posibles errores.

Tampoco es necesario escribir de antemano la columna completa de
operadores: éstos pueden irse afladiendo a medida que se progresa en la
marcha. Se evita asi el muy posible deslizamiento de papel en la maquina con
el avance/retroceso, que acaba alterando la separacién entre lineas.

El alumno ciego cuenta ya se advirtié con una dificultad adicional: la ausencia
de "linea en blanco" entre resultado operando anterior y actual; si ésta se
incluyera, se excederian las 3032 lineas de la hoja Braille. Una disposicion en
horizontal permitiria la lectura simultdnea de las cifras todas del operando al
multiplicar o dividir. Pero, ademas de la objecion formulada mas arriba, esto
desvirtta la condicion de meras columnas de cifras.

Aspecto éste importante, ya que algunas correcciones de errores van a exigir la
repeticion de la montafia hasta entonces construida: recordemos que el Braille
apenas admite correcciones in situ (borrados, posibles con lapiz); en estos
casos, las expresiones numeéricas a repetir, se recuerdan mejor con significado
de cantidad unitaria.

Empezamos a subir: multiplica por el nUmero del margen, escribiendo el
resultado debajo de la cantidad anterior (fig. 84B; en Braille: figs. 85A,
85B)

Hemos multiplicado por todos los numeros de una cifra (fig. 84C; en
Braille: fig. 85C).

Ahora, a descender con mucho cuidado. Para ello, divide la cantidad que
resulta por el numero del margen, escribiendo debajo el resultado.

Como dividimos por una cifra, podemos colocar el cociente debajo de
cada cifra del dividendo; el resto, lo tendras en cuenta en cada momento,
guardandolo en la memoria, como unidad de orden superior decenas—
para poder seguir dividiéndolo junto con la cifra siguiente (figs. 84D, 84E,
84F; en Braille: figs. 85D, 85E, 85F).

Si en alguna linea la division no es exacta, es que te has equivocado; en
esa linea, o en otra anterior: al dividir, o al multiplicar. Ya que si
multiplicaste antes por ese numero, lo que te ha ido dando es multiplo
suyo, Yy el cociente por él deberia dar resto 0. Y me temo que tendras que
repasar entonces todo lo andado, intentando localizar el punto donde te
equivocaste. A partir de ahi, corregir no pocas cosas...

Iniciamos el "descenso”




fig. 85A fig. 85B fig. 85C

fig. 85D fig. 85E

Figura 85. Version braille para "montafia de céalculo”



Figura 84D Figura 84E Figura 84F Figura 84G
17 17 17 17

34 |2 34 |2 34| 2 34 |2

102 |3 102 |3 102 | 3 102 |3

408 |4 408 |4 408 | 4 408 |4

2040 |5 2040 |5 2040 | 5 2040 |5

12240 |6 12240 |6 12240 | 6 12240 |6

85680 |7 85680 |7 85680 | 7 85680 |7

685440 |8 685440 |8 685440 | 8 685440 |8

6168960 |9 6168960 |9 6168960 | 9 6168960 |9

3 2 30 2 3084480 | 2 3084480 |2

3 1) 3 3 1028160 |3

4 4 4 257040 |4

5 5 5 51408 |5

6 6 6 8568 |6

7 7 7 1224 |7

8 8 8 153 |8

9 9 9 17 |9

Hasta llegar a la "fuente" (figs. 84G; en Braille: fig. 85E)

iCorrecto!: ya puedes saciar tu sed con el agua del éxito.

Hasta la proxima: hasta que desees volver a ejercitar tus cualidades
calculatorias.

7.5. PAPIROFLEXIA: GEOMETRIA, ARITMETICA, ALGEBRA...

¢Sabrias calcular, de memoria, rapidamente: 16%? (&) ¢Y 24°? (&) oY 32%?
(&) ¢Y 405°? (&)

Vamos a intentar buscar una férmula con la que se pueden calcular
cuadrados de numeros bastante grandes, sin necesidad de escritura ni
calculadora. Aunque en un cierto momento tendrds que escribir,
podriamos hacerlo sin lapiz (maquina) ni papel; bueno: papel, si; las
manos y quizas unas tijeras, pero soélo la primera vez.

Empezaremos por 16°




Recordaras una formula de Geometria en la que aparece el cuadrado. ..

(&)

El &rea de un cuadrado, ¢no? Pues bien: toma una hoja de papel y mide
16 cm. Con esa medida, recorta un cuadrado que tenga ese lado.
(Doblando la hoja en paralelo por la medida, y cortando). Después, se
hace lo mismo con el otro lado, o se dobla ligeramente sin dejar marca
por la bisectriz del &ngulo recto (fig. 86).

Figura 86

Las medidas son adecuadas: 16 cm.; 10 y 6 cm., después. Dimensiones
menores son dificiles de manejar de modo exclusivamente haptico, y mayores
darian lugar a superficies cuyo constructor global exigiria un esfuerzo
innecesario.

El papel a utilizar debe ser grueso del tipo empleado para escritura Braille, o
cartulina. De otra forma, la manipulacién exigiria un cuidado excesivo.

Para las mediciones, puede emplearse una regla adaptada, de venta en las
tiendas exposicién de instrumentos tiflolégicos gestionadas por la ONCE, a
precio muy asequible. En su defecto, puede hacerse un céalculo aproximado
con los dedos: como se vera, lo importante no son los datos, sino la
configuracion fisica resultante.

Si la operacion de marcado de las distancias que el alumno ciego no podria
hacer con trazo visible y consiguiente plegado resultan complejas, puede
utilizarse la técnica de medicion inversa sefalada en la figura 87,




Figura 87

A partir de uno de los vértices el de la izquierda inferior, por ejemplo, se
marcan los 10 cm. en cada lado, y se dobla la hoja en paralelo por esas
marcas (fig. 88). Obtenemos asi un cuadrado mas pequefio, de 10 cm. de
lado. Despliega la hoja de nuevo, y observa las lineas de pliegue y las
figuras que se forman. (Dos cuadrados, y dos rectangulos, éstos iguales.)
(fig. 89)

Hasta aqui, se trata de una simple manipulacion fisica, de la que puede
eximirse al alumno con problemas de psicomotricidad manual,
proporcionandole la configuracion ya confeccionada. Pero se perderia también
una oportunidad de desarrollar habilidades manipulativas.




Figura 88

Figura 89



Ahora, calcula sus areas. Es muy féacil, si te fijas en quiénes son sus
lados: 10y 6 cm. (&) En efecto (fig. 90):

e El cuadrado grande, 10? = 100 cm?.
e  Cadarectangulo 10x6=60 cm?.
e El cuadrado pequefio 6° = 36 cm?En total: 100 + 60 + 60 + 36;

0: 100+ 2 x 60 + 36 = 100 + 120 + 36 = 256 cm?

Figura 90

No es imprescindible escribir estos valores: ni en la configuracion geométrica,
ni en papel aparte. Pero seria conveniente si el alumno vidente o ciego
presenta dificultades de memorizacion; aunque también podria arguirse la
conveniencia de "forzarle" a retener y operar mentalmente dichos resultados
parciales, precisamente como ejercicio para el desarrollo de la memoria
inmediata. En cualquier caso, huir del posible bloqueo por desanimo.

Acometamos, pues, el cuadrado 242,

Para ello, utiliza el mismo papel que tienes doblado. Imagina que, en vez
de 16 = 10 + 6, las dimensiones son 24 = 20 + 4. ;Cuales serian entonces
las areas de los cuadrados y rectangulos? (&) (fig. 91)




Luego, nuestro area total, resultaria:
202 + 2x20x4 + 4% = 400 + 160 + 16 = 576
Todo se ha reducido a calcular dos cuadrados sencillos, una

multiplicacién también sencilla, y la suma nada dificil; y todo ello se
podria hacer mentalmente

Figura 91

A ver si es cierto que puede hacerse mentalmente... Mira tu hoja de papel,
y sitlla con laimaginacion los valores correspondientes a 32. (&) (flg. 92)

Luego: 900 + 120 + 4 = 1024

Inténtalo con 405%. No me digas que "la hoja deberia ser mucho mas
grande". Se trata de repartir papeles, como si estuviésemos preparando
una obra de teatro: lo importante es qué se hace con los valores que
incorporamos, no quiénes son estos valores; lo que importa es el
argumento, no los actores concretos. (Fig. 93)




Figura 92

Figura 93



Ya dominamos la mecéanica. Convirtamosla en regla general.
Para ello, reflexiona con cuidado en lo que hemos venido haciendo:

1° Descomponer el nimero en dos sumandos, de la forma mas natural
posible.

2° Hallar los cuadrados de estos sumandos correspondientes a las areas
de los cuadrados de la figura y el doble de uno por otro para los dos
rectangulos.

3° sumar estos tres valores

Si en lugar de nimeros empledsemos letras, "a" y “b", tendriamos (fig.
94).

1° El cuadrado total, tiene de lado a+b; luego su area seria (a+b)?

2° El cuadrado mayor, tiene de lado a, y su area sera a’; el menor, b, y de
4 2
area b”.

3° Cada rectangulo tiene de dimensiones a y b. Su area seria axb; entre
ambos, 2ab.

4° Finalmente, el area total es igual a la suma de estos tres valores

a’ + 2ab + b? = (a + b)?

Momento inexcusable de escribir. Obsérvese que la expresion se presenta en
forma simétrica a la habitual: ocasiones tendran los alumnos de tropezarse con
ella ¢no decimos que es habitual, y no quedar asi "encadenados” a formas
rigidas en la presentacion de expresiones, que, a la larga, acaban generando
rigideces: verdaderas paralisis mentales.

Si sabes multiplicar expresiones algebraicas, puedes comprobar lo cierto
de nuestro resultado, calculando

(a+b)>=(a+b)(@+bh)




Figura 94
7.6. BALLET DE TRIANGULOS

Un buen dia:

Tarea para el proximo.... cuatro triangulos rectangulos iguales, y un
"escenario” o marco cuadrado cuyo lado sea igual a la suma de los
catetos de los tridngulos, con borde realzado. ¢Materiales?: cartulina,
carton, madera, plastico... (Fig. 95)

Figura 95

Es evidente que no entramos en la manera de fabricar este material: la
imaginacion del alumno, reclamando las ayudas precisas, aportara soluciones
adecuadas a sus necesidades y gusto. Las dimensiones, en particular, seran
decididas por sus peculiaridades perceptivas; en concreto, el alumno ciego
buscard aquéllas que le permitan manipular el material con comodidad y
seguridad. (Por ej.: triangulos de lados 3, 5y 583 cm., y 8 cm. para el
cuadrado. El espesor de los triangulos, asimismo, sera tal que permita
diferenciarlos facilmente del fondo).

Como elemento motivador y facilitador de la comunicacién, puede incorporarse




el color: los triAngulos en un color, y el fondo del escenario en otro bien distinto.
El alumno ciego no precisara variedad de texturas: le basta con la diferencia de
nivel.

Méas tarde, con el material disponible por todos los alumnos:

Vamos a ejercitarnos un poco en "escenografia de ballet": intenta
distribuir los triangulos, de forma que s6lo quede al descubierto un
cuadrado del fondo o suelo del "escenario"... Una especie de "puzzle" &

La respuesta es Unica (fig. 96). Llevara mas o menos tiempo; pero éste no sera
"tiempo perdido": el alumno se ejercita en destrezas manipulativas y
constructivas.

Figura 96

Si se produjera la situacion de la fig. 97, también podria llegarse al resultado
apetecido, aunque de forma menos visual, menos evidente. Es preferible
neutralizarla:




Figura 97

Quedamos en que queriamos un Unico cuadrado. Y ahi tienes dos: el
perfil definido por los tridngulos, y la porcidn interior de escenario. No
nos sirve.

La eventualidad también puede obviarse fijando uno de los triAngulos en una
de las esquinas del escenario; al que podriamos llamar protagonista del ballet:
a fin de cuentas, no se desplazara en toda la representacion.

Prosigamos con nuestro itinerario previsto.

¢ Estds seguro que se trata de un cuadrado?... Habra que estudiar sus lados y
sus angulos.

* Los lados son iguales, ¢no?: son las hipotenusas de los cuatro triangulos, que
se supone son iguales.

Pero esto no basta para afirmar que se trate de un cuadrado... ¢ Sabes de otro
cuadrilatero que tenga los lados iguales, y no sea un cuadrado?... (&)(Rombo).




. La diferencia entre un cuadrado y un rombo estriba en sus... (&) (angulos).
Los del cuadrado, por ser el cuadrilatero regular, deberan ser iguales entre si,
y, por tanto... («fe) (rectos). ¢ Lo son?... Comprobémoslo.

Si te fijas en uno de sus angulos, tiene su vértice en el lado del "escenario”.
Pero ahi también concurren otros dos angulos: precisamente, cada uno de los
agudos de los triangulos rectangulos... (fig. 98)

Es decir: entre los tres, suman... (&) (180°). Los dos agudos, como son iguales
a los de uno de los triangulos rectangulos, suman ellos solos... (&) (90°). Por
tanto, el angulo de nuestro cuadrilatero mide... (&) (90°): en efecto, se trata de
un cuadrado.

Figura 98

Recuérdalo bien: los cuatro triangulos dejan al descubierto un cuadrado cuyo
lado es igual a su hipotenusa.

El ballet continta: los triangulos se desplazan por el escenario... hasta dejar al
descubierto sélo dos cuadrados del fondo o suelo... ¢ Podras lograrlo?

De la posicién, anterior, deslicemos los triangulos, haciendo que casen dos a
dos por sus hipotenusas (figs. 99, 100).




Figura 99

Figura 100

Ahora, la region descubierta de "escenario" esta formada por... (&) ¢Estas
seguro que son dos cuadrados? Parecen cuadrados, es cierto; pero, ¢quién
nos dice que no son rectangulos, o rombos, o cuadrilateros cualesquiera?. ..
Compruébalo por ti mismo, fijandote sobre todo en los angulos, como antes...
(fig. 101) (&)




Figura 101

Esta bien claro que los lados de estos cuadrados son catetos en los triangulos.
Pero hay mas: esta superficie que queda al descubierto dos cuadrados, es en
conjunto, igual a la del cuadrado Unico de antes...

Luego:

El area del cuadrado de lado la hipotenusa, es igual a la suma de las areas de
los cuadrados de lado cada uno de los catetos.

O, simplemente

En un triangulo rectangulo: el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de
los cuadrados de los catetos.

Si llaméramos a los catetos "a" y "b", y a la hipotenusa "h", tendriamos: (&)
Escribelo

h*=a®+ b’




Esta relacion, muy importante en Matematica, fue descubierta por vez primera
por Pitdgoras: un matematico y pensador de la cultura griega, que vivio en ltalia
hacia el siglo VI antes de Jesucristo, y que viajo por todo el mundo. Se conoce
como "Teorema de Pitagoras”, en honor a su descubridor.

Grabala bien en la memoria, porque es muy util, y te sacara de muchos apuros.

Por si acaso, comprueba que se cumple, midiendo los lados de tus triangulos y
elevando al cuadrado esas medidas.
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