MATRICES EN EXCEL

Técnicas de facilitación

para estudiantes con discapacidad visual

José Enrique Fernández del Campo

Agosto 2013
7. Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada es el valor resultante de la suma algebraica de los productos de elementos de la matriz en los que sólo aparezca un elemento de cada fila y de cada columna, afectados por el signo de la paridad de la permutación en las columnas (positivo para las permutaciones pares, negativo para las impares), cuando los factores se ordenan respecto del número de orden de las filas. 

Evidentemente, sólo puede hablarse de “determinante de una matriz cuadrada”. El número de productos es igual al de permutaciones del número de columnas o filas; es decir, para una matriz de orden n: n! (factorial de n).

El determinante de una matriz M suele designarse por det(M) o |M|.
1 Determinantes de órdenes 2 y 3

Para las matrices de orden 2 y 3 (resp.: dimensiones 2×2 y 3×3) resultan esquemas sencillos de recordar:
(Ver hojas “Determinante de orden 2” y “Determinante de orden 3” en el libro “Determinantes.xls”.)

	matriz A

	a11
	a12

	a21
	a22


Det.(A)=a11×a22-a21×a12

Los productos resultan de las diagonales p1×p1 (N.O.-S.E.), o “diagonal principal”, y p2×p2 (N.E.-S.O.), “diagonal secundaria”:

	det(A)

	P1
	P2

	P2
	P1


Para el ejemplo de la matriz A contenida en la misma página “Determinante de orden 2”:

	Matriz A

	1
	2

	3
	4


det.(A)=1×4-2×3=4-6=-2

Y para el orden 3:

(Ver hoja “Determinante de orden 3” en el libro “Determinantes.xls”.)
	matriz B

	b11
	b12
	b13

	b21
	b22
	b23

	b31
	b32
	b33


Regla de Sarrus
Resulta muy cómodo formar una matriz ampliada para obtener más fácilmente los productos (Ver matriz “ampliada” en la misma hoja “Determinante de orden 3”.):
	matriz B

	b11
	b12
	b13

	b21
	b22
	b23

	b31
	b32
	b33

	b11
	b12
	b13

	b21
	b22
	b23


	productos positivos
	
	productos negativos

	p1
	.
	.
	
	.
	.
	q1

	p2
	p1
	.
	
	.
	q1
	q2

	p3
	p2
	p1
	
	q1
	q2
	q3

	.
	p3
	p2
	
	q2
	q3
	.

	.
	.
	p3
	
	q3
	.
	.


Det(B)=b11×b22×b33+b21×b32×b13+b31×b12×b23-b13×b22×b31-b23×b32×b11-b33×b12×b21
En ejemplo contenido en la misma hoja:
	matriz B
	
	matriz B ampliada

	1
	2
	3
	
	1
	2
	3

	4
	5
	6
	
	4
	5
	6

	7
	8
	0
	
	7
	8
	0

	
	
	1
	2
	3

	
	
	4
	5
	6


Productos de paridad +:

1×5×9+4×8×3+7×2×6=45+96+84=225
Productos de paridad -:
-3×5×7-6×8×1-9×2×4=-105-48-72=-225

det.(B)=+225-225=0.
Para matrices de orden superior no se dispone de esquemas tan simples, pero sí de expresiones estructuradas sencillas de recordar. E incluso de algoritmos para simplificar los cálculos, basados en propiedades de los determinantes.
2 Cálculo del determinante de una matriz

por los elementos de una línea o columna

En el desarrollo del determinante de una matriz de orden 3 de más arriba se agrupan los factores que incluyen b11, por un lado, b12 y b13, por otros; b11, b12 y b13 son precisamente los elementos que integran la primera fila. Sacando factor común, resulta:

det.(B)=b11(b22×b33-b23×b32)-b12(b21×b33-b23×b31)+b13(b21×b32-b22×b31)

Puede observarse que los paréntesis corresponden a determinantes de matrices de orden 2. Más exactamente: las formadas por elementos de las filas y columnas que no incluyen al factor común de fuera del paréntesis; o sea: son los determinantes de las “submatrices” correspondientes a los elementos de la primera fila de la matriz, afectados por el signo correspondiente a la paridad del elemento (suma de los números de fila y columna).
El signo – de b12 corresponde al carácter “impar” del lugar u orden de dicho elemento (fila 1, columna 2: 1+2=3, impar). Mientras que b11 y b13 tienen carácter “par” (1+1=2, 1+3=4).

Esta observación simple, es inmediatamente generalizable. Tanto a los elementos de cualquier fila o columna para el determinante de una matriz de orden 3 como para matrices de cualquier dimensión:

En el desarrollo de un determinante, los productos que incluyen un cierto factor o elemento corresponden al determinante de la “submatriz” resultante de suprimir la fila y columna de dicho elemento, afectado por el signo de su paridad. (Ya que deben ser todos los productos de elementos de las demás filas y columnas, sin coincidencias entreellas, y respetando la relación entre signo y paridad de la permutación.)

El determinante de la ”submatriz complementaria” de un elemento de una matriz cuadrada (resultado de suprimir la fila y columna del elemento) recibe el nombre de “menor” o “menor complementario del elemento”.

Si se toma en consideración el signo determinado por la paridad del elemento (suma de los números de su fila y columna), recibe el nombre de “adjunto” o “adjunto complementario del elemento”.
Y resulta, de forma general:
	El determinante de una matriz (cuadrada) es igual a la suma algebraica de los productos de los elementos de una fila o columna por sus adjuntos.


3 Determinación y cálculo de menores en una matriz
Para un elemento en una matriz, se llama “menor complementario del elemento”, o simplemente “menor”, al determinante de la submatriz resultante de suprimir la fila y la columna correspondientes a ese elemento.

Por ejemplo, en la matriz m1,se tendría:

	Menor de a_11
	
	Menor de a_32

	*
	.
	.
	
	a_11
	.
	a_13

	.
	a_22
	a_23
	
	a_21
	.
	a_23

	.
	a_32
	a_33
	
	.
	*
	.


Es costumbre designar el menor de un elemento a_ij, con posición en el lugar (i, j), por el mismo indicativo en mayúscula: A_ij y como subíndice los números de fila y de columna (Aij).

En ocasiones se denomina por “menor complementario” a la submatriz, no al determinante. Por lo que conviene aclarar desde el primer momento cuál es la nomenclatura a emplear.

Los menores de una matriz son útiles para calcular “manualmente” el “determinante” de una matriz, y decisivos para determinar su “rango” (dimensión u orden mayor de los menores no nulos), importantes para la discriminación y resolución de sistemas de ecuaciones lineales.

En Excel, la generación de menores en una matriz resulta una tarea simple y rutinaria, mediante las acciones de “Copiar la matriz original”, “Ocultar” o “Eliminar fila o columna”, y sirviéndose de “Deshacer” o “Repetir la última operación” (CTRL+Y). Se visualizan u obtienen así todas las submatrices cuadradas de un cierto orden; sus determinantes serán los menores buscados.

Se describen dos procedimientos extremos.
A. Mediante cálculo manual de determinantes de las submatrices.-
(Para práctica y comprobación, vver hojas “Menores en 3x3” y “Menores en 4x4”, en el libro “Determinantes.xls”. Las matrices se introducen en el rango B2:D4 y B2:E5, respectivamente, donde puede realizarse la prácica. Los menores y adjuntos correspondientes a cada elemento, en columnas a la derecha, y las submatrices y sus menores en las filas a partir de A6 y A7, respectivamente, donde puede comprobarse la validez de los resultados obtenidos.)

a) Generar una copia de la matriz cuyo determinante se va a calcular. (para matrices de orden 3x3 ó 4x4: en los rangos de las hojas indicadas.)
b) Situar el cursor en el primer elemento de la fila de elementos objeto del desarrollo (respectivamente: columna).

c) SUPRIMIR dicho elemento.

d) Ocultar la fila objeto de desarrollo (resp.: columna) mediante CONTROL+9 o “Formato | Fila | Ocultar” (resp.: CONTROL+0 o “Formato | Columna | Ocultar”).
e) Ocultar la columna (resp.: fila) correspondiente al elemento suprimido, mediante CONTROL+0 o “Formato | Columna | Ocultar” (resp.: CONTROL+9 o “Formato | Fila | Ocultar”).

(Ocultas fila y columna, queda visible la submatriz correspondiente al elemento.)
f) Calcular el determinante de la submatriz visible.

g) Recuperar (“Mostrar”) la fila y columna ocultas, pulsando CONTROL+Z, CONTROL+Z (“Deshacer”, dos veces).

h) Anotar el valor del menor calculado en la celda del elemento suprimido.

i) Desplazar el cursor al siguiente elemento de la fila objeto de desarrollo (resp.: columna), y reiterar los pasos c) a h).

B. Mediante cálculo automático, y conservando submatrices.-
Por ejemplo, para el cálculo de un determinante de orden 4aparecerían 4 menores de orden 3, correspondientes a los 4 elementos de la fila/columna de desarrollo:

a) Si no se dispone de ella, abrir una nueva hoja en el libro Excel (“Insertar / Hoja de cálculo”).

b) Generar una copia de la matriz cuyo determinante se va a calcular.

c) Para el desarrollo por los elementos de una fila, copiar la matriz por cuatro veces en la nueva hoja y en fila (“Copias matriz original”; con CTRL+V); Preferiblemente a partir de B2, G2, L2 y Q2. Respectivamente, para desarrollo por los elementos de una columna: en columna, a partir de B2, B8, B14 y B20).

Realizada la primera de estas copias, conviene asegurarse de que se trata de una “copia estática” o “de valores fijos”; es decir: que sus valores no aparecen como “función de otros”. De no ser así, deben fijarse, reescribiendo la copia mediante “Edición / Pegado especial, Valores”.

d) Opcionalmente: si se desea: escribir indicativos que designen los menores a obtener: A_x1, A_x2, etc. (resp.: A_1y, A_2y, etc.).  En las celdas en diagonal con el primer elemento de cada matriz: A1, G1, M1, S1 (resp.: A1, A7, A13, a19). Facilitarán los desplazamientos de copia en copia.

e) Para desarrollo por elementos de una fila: suprimir esa fila; preparando para obtener los menores de los elementos a_x1, a_x2, a_x3 y a_x4). Situándose en la fila x+1 de la hoja: “Edición / Eliminar… / Fila. 

Resp., para desarrollo por los elementos de una columna y. situándose en dicha columna, para preparar la obtención de los menores a_1y, a_2y, a_3y y a_4y.

f) Desarrollo por los elementos de una fila: suprimir la 1ª columna de la 1ª matriz (Desplazando el cursor a la segunda columna, “Edición / Eliminar… / Columna; resulta la submatriz correspondiente al menor a_x1), la 2ª columna de la 2ª matriz (con CONTROL+Y; se obtiene la submatriz para a_x2), la 3ª de la 3ª (a_x3) y la 4ª de la 4ª (a_x4).

Resp.: para desarrollo por los elementos de una columna: suprimir la 1ª fila de la 1ª matriz (Desplazando el cursor a la segunda fila, “Edición / Eliminar… / Fila; resulta la submatriz correspondiente al menor a_1y), la 2ª fila de la 2ª matriz (con CONTROL+Y, a_2y), la 3ª de la 3ª (a_3y) y la 4ª de la 4ª (a_4y).

g) Cálculo de los menores, determinantes de las submatrices obtenidas mediante la fórmula de Excel: “=MDETERM(B2:D4)”. Fórmula que se copia  para todas las submatrices, variando automáticamente las celdas de referencia al ser trasladada y tratarse de referencias relativas (sin “$”).

Las fórmulas (y el valor, el menor, que de ellas resultará) pueden muy bien situarse en la celda sobre el primer elemento de cada sbumatriz: B1, G1, L1, Q1, para el desarrollo por elementos de una fila; o B1, B6, B11 y B16, para los elementos de una columna.

	M_11
	64
	
	
	
	M_12
	128
	
	
	
	M_13
	64
	
	
	
	M_14
	0
	
	

	
	6
	7
	8
	
	
	5
	7
	8
	
	
	5
	6
	8
	
	
	5
	6
	7

	
	10
	11
	12
	
	
	9
	11
	12
	
	
	9
	10
	12
	
	
	9
	10
	11

	
	14
	15
	0
	
	
	13
	15
	0
	
	
	13
	14
	0
	
	
	13
	14
	15


det.(A4)=1×64-2×128+3×64-4×0=0
O, mediante desarrollo por los elementos de la primera columna:

	M_11
	64
	
	

	
	6
	7
	8

	
	10
	11
	12

	
	14
	15
	0

	
	
	
	

	M_21
	128
	
	

	
	2
	3
	4

	
	10
	11
	12

	
	14
	15
	0

	
	
	
	

	M_31
	64
	
	

	
	2
	3
	4

	
	6
	7
	8

	
	14
	15
	0

	
	
	
	

	M_41
	0
	
	

	
	2
	3
	4

	
	6
	7
	8

	
	10
	11
	12


|A4|=1×64-2×128+3×64-4×0=0

(En el ejemplo se adopta el formato de valores enteros, que puede modificarse en “Formato | Celdas… | Número”.)

Por un procedimiento en todo semejante puede obtenerse el desarrollo por los 5 menores de orden 4 de una matriz cuadrada 5×5, o los 6 de orden 5 de una matriz 6×6. sin duda que lo más laborioso será ejercitar la opción de asignarles denominaciones o nombres.

El cálculo se facilita de forma significativa tomando como fila o columna de desarrollo la que contenga más ceros (en el ejemplo, no hay elementos nulos). En particular:
Matriz triangular.- Matriz cuadrada cuyos elementos por encima o por debajo de la diagonal principal son ceros:

	T1
	
	T2

	1
	2
	3
	4
	
	1
	0
	0
	0

	0
	6
	7
	8
	
	5
	6
	0
	0

	0
	0
	11
	12
	
	9
	10
	11
	0

	0
	0
	0
	16
	
	13
	14
	15
	16


Al calcular estos determinantes como productos de los elementos de la fila o columna con un único elemento no nulo, resulta:

det.(T1)=1×6×11×16

det.(T2)=1×6×11×16

	El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de su diagonal principal.


De aquí que, en suma, el cálculo de un determinante resulta una tarea de dificultad equivalente a la reducción de la matriz a otra triangular o diagonal de igual determinante (proceso que recibe el nombre de “diagonalización de la matriz”).
4 La función MDETERM

En Excel puede calcularse directamente el determinante de una matriz cuadrada, gracias a la función MDETERM(matriz). Donde “matriz” es el nombre de una matriz definido anteriormente, o un rango de celdas en cuadrado (B2:D4, por ejemplo).

Para nuestros ejemplos:

Mdet(A)=MDETERM(a)=27 ó MDETERM(B2:D4)=27

Det(A’)=MDETERM(B7:E9)=27 (para la transpuesta de A).

Det(B)=MDETERM(B12:C13)=-2

Si el número de filas y columnas es distinto (matriz rectangular: es el caso de C), MDETERM devuelve el valor de error #¡VALOR!

Si la matriz contiene celdas vacías o con texto también se produce error. Puede experimentarse con la matriz MA,, semejante a A, en la que según el valor que se asigne a la primera celda se obtiene o no el deterrminante (celda E30).

