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Multiplicación con matrices

Al tratarse de matrices pueden considerarse hasta tres tipos de “multiplicaciones” o “productos”:

i. Multiplicación de un escalar por una matriz.

ii. Multiplicación o producto escalar de matrices.

iii. Producto de matrices, o propiamente “producto matricial”.

I. Multiplicación de un escalar por una matriz.

La multiplicación de un escalar k (número o expresión algebraica) por una matriz A de dimensiones m×n es otra matriz kA de dimensión m×n cuyos términos son los de A multiplicados por k
:

De forma semiautomática o automática, esta multiplicación escalar puede facilitarse en Excel de varias formas (ver en el libro “Multiplicaciones con matrices.xls” la hoja “Multiplicación por un escalar”):

· Iraprimerlugar (celda del elemento a_11), =k*elem11, INTRO; MAY+ABAJO (m filas), CTRL+J; MAY+DCHA (n columnas), CTRL+D

· Iraprimerlugar, seleccionará (m filas y n columnas), =k*(rangomatriz), CTRL+MAY+INTRO

· Iraprimerlugar, seleccionará, =k*nombre, CTRL+MAY+INTRO

No puede decirse que se trate de una operación entre matrices, sino de una “multiplicación exterior” o “ley de composición externa”: a un número (escalar) y una matriz se les hace corresponder otra matriz (de las mismas dimensiones que la original).

Las propiedades de las operaciones en el dominio de escalares permiten probar de forma inmediata las propiedades de esta multiplicación escalar. Dado que el conjunto de matrices de unas determinadas dimensiones m×n tiene estructura de grupo conmutativo respecto de la adición, y según la estructura algebraica del dominio de escalares, se concluye que
	El conjunto de las matrices de unas determinadas dimensiones m×n (m filas y n columnas) y respecto de la multiplicación * por escalares de un cuerpo R (resp.: anillo M) definida más arriba, tiene estructura de espacio vectorial (resp.: módulo) (Mmn, +; R, +, .; *).


II. Multiplicación o producto escalar de matrices

Dadas dos matrices A y B de iguales dimensiones, se llama “multiplicación escalar” o “producto escalar de A y B”, y se representa por A.B, a la matriz de igual dimensión que A y B y cuyos elementos son los productos de los correspondientes elementos de A y de B:
	A
	.
	B
	=
	A.B
	=
	A.B

	1
	2
	3
	
	10
	10
	10
	
	1*10
	2*10
	3*10
	
	10
	20
	30

	4
	5
	6
	
	100
	100
	100
	
	4*100
	5*100
	6*100
	
	400
	500
	600


Como en el caso de la adición de matrices, Excel facilitaría introducir la mecánica de la multiplicación escalar entre matrices, término a término, de forma análoga al cálculo manual.
Pero Excel también permite realizarla de forma automática (ver en el libro “Multiplicaciones con matrices.xls” la hoja “Producto escalar de matrices”). Resumiendo:
· Forma elemental.- Iraprimerlugar (celda del elemento 11), =matriz1elem11*matriz2elem11, INTRO; MAY+ABAJO (m), CTRL+J; MAY+DCHA (n), CTRL+D, INTRO.

Si las matrices factor se encuentran en hojas distintas de la actual, las coordenadas de las primeras celdas deben ir precedidas de su nombre, seguida del signo “!”.

· Mediante rangos.- Iraprimerlugar, seleccionar área (o rango m×n), =(rangomatriz1)*(rangomatriz2), CTRL+MAY+INTRO.
Con igual advertencia respecto de las hojas que contienen los datos.

· Mediante nombres (previamente asociados) Iraprimerlugar, seleccionar área o rango, =nombre1*nombre2, CTRL+MAY+INTRO.
En este caso, no es preciso preocuparse de las hojas de los datos, ya que los nombres son válidos para todo el libro Excel.
Matriz unidad para la multiplicación escalar.- Para las matrices de una determinada dimensión, aquélla cuyos términos son todos iguales a 1. Para las matrices de dimensión 2×3:
1_23=

	1
	1
	1

	1
	1
	1


Propiedades de la multiplicación escalar de matrices.-

Para matrices de igual dimensión m×n cualesquiera, y como consecuencia inmediata de las propiedades de la multiplicación y adición en el conjunto de los elementos que las integran, la multiplicación escalar de matrices cumple las propiedades:
a) Conmutativa (A.B=B.A)

b) Asociativa ((A.B).C=A.(B.C))

c) Existencia de elemento neutro: la matriz 1_mn (todos 1)

No existe inversa (simétrica) para las matrices con algún elemento 0.

Se concluye que:
	El conjunto de las matrices de unas determinadas dimensiones m×n (m filas y n columnas) tiene estructura de anillo comutativo unitario íntegro (Mmn, +, .) respecto de la adición + y de la multiplicación escalar (elemento a elemento).


III. Producto matricial

Producto matricial.- Dadas dos matrices A y B tales que el número de columnas de A sea igual al de filas de B se llama “producto matricial de A y B”, o simplemente “producto de A por B”, y se representa por A×B, a la matriz que tiene tantas filas como A y tantas columnas como B, y cuyos elementos resultan de la suma de los productos de los elementos de filas de A por los elementos de columnas de B ().
Esto significa que cada fila de la primera matriz debe multiplicarse por cada columna de la segunda, término a término, y sumar estos productos parciales.
	MA
	×
	MB

	1
	2
	3
	
	10
	1
	0

	4
	5
	6
	
	0
	100
	2

	
	
	3
	0
	1000


Como para todas las operaciones y operadores, distinguiremos entre dos aspectos del servicio que puede prestar Excel en relación con el producto matricial:
a. Presentación de la mecánica convencional para realizar el producto de dos matrices, con finalidad de ilustrar la definición.

b. Las formas de llevar a cabo dicho producto de forma rápida y sencilla, como operatoria en excel.

A. Iniciación al producto de matrices

(Ver el libro “Multiplicación con matrices.xls”, a partir de la hoja “Multiplicación Indicaciones”.) Si se hiciera una presentación dinámica, debería ofrecerse una secuencia del tipo:
a) Tomar cada fila de la primera matriz. Como, por ejemplo:
	1
	2
	3


b) Rotarla hasta ponerla vertical:
	1

	2

	3


c) “Superponerla” o “ponerla en paralelo” con cada columna de la segunda matriz. Como, por ejemplo:
	1
	10

	2
	0

	3
	3


d) Efectuar los productos elemento a elemento (en horizontal):
	1
	×
	10
	=
	10

	2
	×
	0
	=
	0

	3
	×
	3
	=
	9


e) Sumar estos productos parciales:
	1
	×
	10
	=
	10

	2
	×
	0
	=
	0

	3
	×
	3
	=
	9

	
	19


Se obtendría así el elemento de la matriz producto cuyas coordenadas serían:

· Fila: la tomada en la primera matriz (1, en este caso);

· Columna: la empleada en la segunda matriz para calcular los productos elemento a elemento (1, también; resultando: p_11).

La acción de “rotar filas” en la primera matriz tiene para cada fila el mismo efecto que “pasar a la transpuesta”. Es decir: si se tomara la transpuesta de la primera matriz, habría que multiplicar columnas por columnas:
	MA’
	
	MB

	1
	4
	×
	10
	1
	0

	2
	5
	×
	0
	100
	2

	3
	6
	×
	3
	0
	1000


	MA
	
	MB
	
	MA×MB

	1
	2
	3
	
	10
	1
	0
	
	19
	201
	3004

	4
	5
	6
	
	0
	100
	2
	
	58
	504
	6010

	
	
	3
	0
	1000
	
	
	


La última observación sugiere un algoritmo que facilita en Excel la descripción y realización de las operaciones (ver libro “multiplicación CON matrices.xls”), hoja “Operando”.
Para trabajar cada vez con una sola columna de cada matriz, se cuenta en Excel con combinaciones de teclas o teclas rápidas que ocultan y descubren las columnas de la transpuesta de A y de B sin más que pulsarlas:
· Ocultar la columna o columnas seleccionadas: CONTROL+0
· Mostrar la o las columnas comprendidas entre dos seleccionadas: CONTROL+) (CONTROL+MAYÚSCULAS+9)
De esta forma, se consigue tener a la vista y contiguas únicamente las columnas a operar.
Y lo mismo para las sucesivas filas de la matriz resultado:

· Ocultar fila de elementos de la matriz resultado: CONTROL+9
· Mostrar o recuperar líneas de la matriz resultado: CONTROL+( (CONTROL+MAYÚSCULAS+8).
Así, la fila de resultados (en particular: el elemento que se está calculando) queda inmediatamente debajo de la matriz segundo factor (resp.: bajo la columna activa).
Si se desea, se puede eludir la necesidad de retener en memoria los productos parciales, incluso pueden irse apuntando cada producto elemento a elemento en columnas auxiliares (ver hoja “Operando”, columnas K-AA).
Los pasos para construir una situación del tipo recogido en el libro “multiplicación con matrices.xls”, serían:

1. En una primera hoja se escriben las matrices a multiplicar, a partir de celdas de la segunda columna (B2, etc.), con sus nombres en la primera columna. Si se desea, se les asigna el correspondiente “Nombre Excel”. (Ver hoja “Matricesfactor”.)
2. En una nueva hoja y a partir de la celda A2  se copia la transpuesta de la matriz primer factor (Seleccionar, Copiar, Pegar como…/Transponer). En la primera fila de la hoja (fila 1) se indican las filas de la matriz original a los que corresponden estas columnas. (ver presentación ilustrativa en la hoja “Operando”.)
3. En la siguiente columna en blanco, las celdas correspondientes a las filas de la matriz transpuesta del primer factor se rellenan con el signo de multiplicar "×" (que Jaws leerá como “por”).
4. se copia la matriz segundo factor a partir de la primera celda de la columna contigua a la anterior. Si se piensan escribir los productos parciales, se añade una serie de celdas en la columna siguiente con el signo igual “=”. (Siempre en la hoja “Operando”.)
En la primera matriz (transpuesta de la "primer factor") llamaremos "columna multiplicando" a la que deba multiplicarse elemento a elemento por cada columna de la segunda matriz, y hasta que éstas se agoten. Inicialmente, será la primera columna de la izquierda. (ver más arriba, se ha indicado convencionalmente como “fila1”, “fila2”, etc.)
En la segunda matriz (segundo factor) llamaremos "columna multiplicador" a aquélla cuyos elementos se estén multiplicando o deban multiplicarse por los de la "columna multiplicando". Inicialmente, será la primera columna de la izquierda. (Ídem por “columna1”, “columna2”, etc.)
5. Se ocultan las columnas de la primera matriz distintas de la que será "columna multiplicando", y en la segunda las que no serán "columna multiplicador". Operación que se simplifica al emplear la tecla rápida CONTROL+0.
6. Llevando el cursor a la primera fila (en la "columna multiplicador" o la inmediata siguiente en blanco), y bajando línea a línea, se van leyendo los productos indicados (con JAWS+ARRIBA), realizándolo y acumulándolo mentalmente o escribiéndolo en la columna en blanco de la derecha (en la columna siguiente a la de signos “=”). Se realiza la suma total de estos productos parciales, escribiéndola bajo el último elemento de la "columna multiplicador".

Si los productos parciales se fueron escribiendo en una columna auxiliar, ésta se oculta.

7. se muestran todas las columnas de la matriz segundo factor o, cuanto menos, las situadas a la derecha de la "columna multiplicador" (seleccionando dos columnas contiguas y pulsando CONTROL+) (CONTROL+MAYÚSCULAS+9) O Formato / Columna / mostrar).

8. Si se agotaron todas las columnas de la segunda matriz como columna multiplicador para una misma columna multiplicando de la primera, se oculta la línea de resultados (con CONTROL+9 o Formato / Fila / Ocultar) y se muestran todas las columnas en la primera matriz (seleccionando dos contiguas y pulsando CTRL+) -CONTROL+MAYÚSCULAS+9- o Formato / Columna / Mostrar).

9. Se repiten los pasos 5 a 8 hasta completar las columnas de la primera matriz. Si se fueron escribiendo los productos parciales, deben ocultarse las correspondientes columnas en la forma habitual.

10. Se descubren las filas bajo la segunda matriz, mostrando la que es "matriz producto" (seleccionando dos filas contiguas y pulsando CONTROL+( -CONTROL+MAYÚSCULAS+8- o Formato / Fila / Mostrar).
Deberá tener tantas columnas como esta segunda matriz ("segundo factor"), y tantas filas como la primera de las matrices presentes (transpuesta de la "primer factor"). si se desea, puede copiarse en la hoja donde se encuentran las matrices factor iniciales.

11. Si aparecieran celdas vacías en esta “matriz de resultados”, se ocultan todas las demás columnas en la “matriz multiplicador”, y en la “matriz transpuesta del multiplicando” las que no corresponden en su número de orden a la fila del resultado a calcular, operando en la forma indicada más arriba.

En el libro “Multiplicación con matrices.xls”, a continuación de la página "operando" donde se realiza la multiplicación en la forma descrita, se incluye una herramienta de "Evaluación": “Erroriscopio J_E”. En el ángulo inferior derecha de pantalla se indica si la multiplicación es posible, se ha efectuado correctamente, o si hay errores, y cuántos. Es válida para matrices de dimensiones no superiores a 4×4.
Puede emplearse como “plantilla” para multiplicación de matrices:

· Aparecen automáticamente las matrices multiplicando –ya transpuesta- y multiplicador que se cumplimenten en la hoja “Matrices dato”. Importante: a partir de las celdas B2 y B8.
· Están indicadas las cabeceras de columna, correspondientes a las transpuestas de filas de la matriz primer factor y las de columnas de la matriz segundo factor.
· Asimismo, ya aparecen los signos × de multiplicar, separadores de ambas matrices, y los signos =, que separarían la segunda matriz de los productos parciales (si se decidiera escribirlos).

· Al estar preparada para multiplicar matrices con un número máximo de 4 filas y de 4 columnas, si se operan matrices de dimensiones menores a 4×4 pueden ocultarse las columnas y filas no intervinientes.

· Se incluye una primera columna con recordatorios de las teclas rápidas para ocultar/mostrar filas y columnas.

· Los mensajes indicando el estado de la operación aparecen en el ángulo inferior derecho de pantalla, visitable/verbalizable inmediatamente con CONTROL+FIN.

· Salvo las celdas a rellenar con los resultados o los productos parciales, en su caso, la hoja se encuentra protegida contra escritura (pero no para modificaciones de formato que faciliten la visualización, y la impresión o copia de pantalla.

· Se ha creado la macro “Limpiar”, actuable mediante la tecla rápida CONTROL+M, o desde la ventana de macros ALT+F8: suprime el contenido de las celdas resultado y de productos parciales. (Será preciso configurar la hoja de cálculo con nivel de seguridad “Bajo” o “Medio”, que permitan aceptar esta macro.)
· Para evitar desplazamientos inútiles, se ocultan las columnas y filas que no intervienen en la tarea.

B. Operatorias para la suma de matrices en Excel

Supóngase las matrices escritas en una misma hoja (ver página “Cálculo automático” del libro “Multiplicación de mattrices.xls”).

Será imprescindible que:

Columnas(A)=filas(B)

En excel se dispone de una función específica para la multiplicación de matrices: “MMULT”. Y pueden seguirse dos procedimientos:
· Mediante rangos:

a) Seleccionar (con MAY+CURSOR) las celdas que ocupará la “matriz resultado” (lo que recibe el nombre de “Rango”).

Puede aplicarse una mecánica semejante a la indicada en otras operaciones para la “forma elemental”: seleccionar primero las celdas cabeceras de fila (con CTRL+ABAJO) y, sin otros movimientos, extender la selección a las futuras columnas (con CTRL+DCHA).
b) Escribir la fórmula Excel para la multiplicación de matrices datos, expresadas éstas como “rango de celdas”. V.gr.: “=MMULT(B2:D3;B6:D8)”.

De hallarse en hoja distinta de la actual, las celdas primeras deberán ir precedidas del nombre de la hoja en que se encuentran: “=MMULT(Hojamatriz1!B2:D3;Hojamatriz2!B6:D8)”.
c) Pulsar CTRL+MAY+INTRO.

· Multiplicación de matrices mediante nombres:

Evidentemente, será preciso que las matrices tengan “asociado un nombre excel” en el libro en el que se esté trabajando, o asignárselo a este propósito. (En el libro “Multiplicación con matrices.xls” se han designado MA y MB.)
a) Seleccionar (con MAY+CURSOR) las celdas que ocupará la “matriz resultado”.

Como se indicaba más arriba, puede aplicarse una mecánica semejante a la seguida en otras operaciones y formas: seleccionar primero las celdas cabeceras de fila (con CTRL+ABAJO) y, sin otros movimientos, extender la selección a las futuras columnas (con CTRL+DCHA).
b) Escribir la fórmula Excel para la multiplicación de matrices datos, expresadas éstas por los “nombres asociados en el libro Excel”. V.gr.: “=MMULT(ma;mb)”.

(Recordemos que los nombres son válidos en todo el libro, por lo que es indiferente en qué hoja se encuentren. Por otra parte: es también indiferente el uso de mayúsculas o minúsculas.)
c) Pulsar CTRL+MAY+INTRO.

Propiedades del producto de matrices.-
La condición de que el número de columnas de la matriz primer factor deba ser igual al de filas de la segunda, limita la posibilidad de regularidad del producto matricial (operación “cerrada”) al ámbito de “Matrices con igual número de columnas y filas”; o sea: “Matrices cuadradas de igual dimensión”. En este caso:
En el conjunto Mn de matrices cuadradas de dimensión n, el  producto matricial o multiplicación entre matrices cumple las propiedades:
a) Propiedad asociativa (A×B)×C=A×(B×C)

b) Elemento neutro: la matriz unidad In (1 en la diagonal principal, 0 los demás elementos)
No se cumple la propiedad conmutativa.
Sólo ciertas matrices cuadradas tienen inversa respecto del producto (las “regulares” o con “determinante” distinto de 0).
